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[...] L'orchestre se compose d’'un percussionniste, d'un frappeur de
cymbales, d’un chanteur-prieur et de deux souffleurs de trompe. Il est
possible dgvoquer les percussions, les heurts de cymbales, la
méloppee du chanteur. Depuis Stravinsky eteples apports du jazz

et de la musique conéte, notre oreille esit meme de saisir les

timbres marqgés, les attaques abruptes du son, layalence du

rythme, ou de la polyrythmie sur la lignettadique. Cependant, dans

le concert des instruments bouddhistes, les trorapleappené notre
entendement. Les basses qui surgissent n'ont gaguinalent en
quelgues musiques que I'Occident ait coas ou adopes.

Le basson, le tuba, le saxophone baryton, la clarinette basse. . .rien ne
peut suggrer de telles vibrations. [...]

Le bouquet des bassesdthines se brise aussittmis. C’est un son
fractal. Ou pludt, ses contours se fractionnent ipso facto. Ils sont
souffes en puissance, en volume, en timbre, et cependant se brisent
des I'émission. Se pudvisant, ils gardent @anmoins toute leur
puissance et leur ampleur. [.. ]

Ces basses comme de gros coussins de terre cuite et de vent. Un
saxophone baryton, ayant agadu péalable un tuba, explose
amoureusemerit vos pieds, en vous, tout autour. [...]

Pierre Sterckx,
[107], chap. “Image<crites au Tibet”, pp. 153-154.
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PARTIE I

Gongs et cymbales

Voici le gong, infiniment plus brutal [. . .]. Bref, le gongéme
compag en pense ou par la ramoirea d’'autres gongs, &thire le
syseéme de l'orchestre, et il faut I'aimable hospitéldu laxisme
contemporain pour jouir de ce padans la mare, de cetémorme
faute d’orthographe, et pour orner augttitette idole de
guirlandes. . .Ce gong nous vient d’ailleurséiherge, objet sonore
solitaire. On n’entend que lui. [...]

Pierre Schaeffer,
[104], §18.7, Diabolus in musica






CHAPITRE 1

Introduction

Le travail de tlese exposdans ce manuscript s'inscrit dans le cadreégal de recherches sur des
modEles physiques d’instruments de musique @ieig/par Antoine Chaigne ; il fait suite au travail de
thése de Cyril Touz122], et correspond ainaila deuxémeetude sur les instruments de percussions
dits “non-linéaires” mere au épartement Traitement du Signal et des Image<£delt Nationale
Supgrieure des &écommunications. La psentestude a pour objectif de contribuan’elaboration
d’'un mockle physique de comportement, en situation de jeu, des instruments de percussion du type
cymbales et gongs. Avant toute chose, il convient @és@nter bevement les objets de cettude.

1.1 Lescymbales et les gongs

Dans la classification utile usuellement en occidgries cymbales et les gongs font partie de
la famille des instruments de percussion, et plus pargceinent de celle des idiophones (“le son
de l'instrument est produit par la maté n€éme, sans qu’on ait recoussla tension de membranes
ou de cordes”, [126]). Ces instruments sont parfois qealifle “non-ligaires” [122], du fait que
les mécanismes de production de leur son ne peuvenepaidits par des madé matlematique
lineari€s. Par abus de langage, leepbienes particuliers ass@sa des modles non-ligaires
seront simplement quakfg de “non-ligaires” dans la suite. Une photographie esgri¢e sur la
figure 1.1 repesente certains de ces instruments.

1.1.1 Ceonetrie, utilisation
Les gongs

Les gongs sont des instruments originaire d’Asie du sud-est, les premieedanoels que nous
le connaissont aujourd’hui ayant fait leur apparition en Chine &wsi®tle. lls sont en gréral fa-
briqués en bronze (alliage de cuivre ettHin). Leur gongtrie est celles de coques circulaires axi-
symeétriques, plus ou moins borabs. lls possdent tous des bords recoasvers l'inErieur, en une
paroi lagrale. Selon I'importance des @mdn€enes non-livaires mis en jeu, on peut classer ces ins-
truments en trois familles.

!La classification utiliee ici est celle de Hornbostel/Sachs, qui distingueidesphones les membranophonedes
cordophonest lesaérophonesavec les deux premiers couramment regesugans les instruments de percussion. Les
chinois utilisent une classification en huit classestah pierre, terre, bois, bambou, calebasse, peau, soiegdmu’la
matiere principale dont I'instrument est fabrig{L26].
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Fic. 1.1 —Quelgues gongs et cymbales. De gaukhigoite : cymbale “crash”, cymbale “splash”,
cymbales charleston, gong viet-namiens (du type des “kempuls”ésdors), tam-tam chinois.

— La premere famille comprend les gongs de foeggaisseur par rappaatieur dianetre (4 mm
environ pour un diamtre exerieure de 600 mm, par exemple). lls pedsnt en ghéral une pro-
tubérance arrondie en leur centre, ageEbmeou bulbe sur laquelle I'instrumentiste frappe
avec une mailloche en feutre. Lemg, la large paroi latrale et la forteepaisseur coefrent
a la structure un forte rigidit'en flexion, qui limite 'amplitude des vibrations en conditions
normales de jeu. Ces instrumentegehtent des effets noniaires tes faibles, qui se mani-
festent par un enrichissement du spectre au bout de quelques secondes de son, tout en gardant
une hauteur tonalerécise et fixe au cours du temps [94]. En Asie du sud-est, et en particulier
en Indorgsie, les gongs sonkdlinés en plusieurs tailles, correspondardes notes pcises,
et rasseml@s$ en carillons par familles de profils, formant ainsi des instrumeetsdigues.

Dans le Gamelan javanais, les gongs de plus fort dtean(et de notes les plus graves), de 400
mma 1 m de diarafre environ, sont suspendus verticalement par des carti€igure 1.2(a)),
formant un carillon nommkempul Des gongs de plus petit diatre (de 150 mna 400 mm
environ) sont dispas horizontalement sur des cordes tendues, et forment ainsi une sorte de
clavier de gongs. Cet ensemble est apgehongpour le plus grave dbonangpour le plus

aigu (cf. Figure 1.2(b)).

— Ladeuxeéme famille regroupe les gongs utdsstraditionnellement dans I'epa chinois. lls sont
d’epaisseur plus fine que les gongs de la famileEgdente, ne posslent pas deaine central,
et ont leur paroi lafale peu large<f. Figure 1.2(c)). Leur taille varie, de I'aigu au grave, de

2La hauteur tonale est la valeur de la note de musique assblki frequence fondamentale paecpar I'auditeur, si elle
existe. Le musicien parlera de “hauteurs”, le physicien deqti€nces”.



1.1. LES CYMBALES ET LES GONGS
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(a) - Gongs verticaux (b) - Gongs horizontaux (c) - Tam-tam,
(Viet Nam, kempuls du gamelan javanais) (Bonangs, kenongs du gamelan javanais) gongs d’opéra chinois

FiG. 1.2 —Profils de quelques gongs typiques (les dimensidgrsf&es sont des ordres de grandeur).
Les ‘tam-tams’ et les gongs d'efa chinois (c) ne posslent pas dedme, sont ®paisseur plus fine
et n'ont pas de hauteur harmoniqueesfique. Les autres (en patrticulier en Inésie et au Viet-
Nam, (a) et (b)) pogsient un dme, sont plugpais et sont acco&$a une hauteur gifique. Des
gongs de ce type, de @ifentes tailles, et donc de @ifentes hauteurs, sont souvent rassémbh
carillons, constituant ainsi un instrumenéfodique.

100 mm de diaratre pour les plus petits, jusqu500 mm. Il sont suspendus eargrfal par
un cordage, soia I'interieur d'un cadre, soit tenus par l'instrumentiste, et sont feapn leur
centre au moyen d’'une mailloche de taille adapéu diamaire de I'instrument. Ces gongs, °
diamétreégal, ont une rigid@’inférieure a celle des gongs de la premifamille. Leur son &s
particulier a une hauteur tonale perceptible, mais qui varie au cours du tempsgkssando
typigue. De plus, selon leueghgtrie plus ou moins ga#E, le glissando peetre montant, ou
descendant [37]. Ce phonene de dpendance de ladguence en fonction de I'amplitude des
oscillations de la structure est typique d’effets de nordniés faibles.

— La troiseéme famille est constie€ desgam-tams(a ne pas confondre avec les tambours afri-
cains du neime nom). lls sont originaires de Chine, et sont les gongs les plusestiians
I'orchestre symphonique occidental. lls ont eznéral un profil similaire aux gongs d'epa
chinois, mais sont de taille beaucoup plus importante, de 500 mm detleajusqu’a 1.2 m
parfois €f. Figure 1.2(c)). Il sont suspendus egrgfala I'interieur d'un cadre moetSur pieds,
et sont frapps en leur centre au moyen d’'une mailloche. Les tam-tamignetreégal, ont une
rigidité inférieurea celle des gongs des deux prenais familles. Leur caragtistique principale

est que pour des conditions analogues d’excitation, le timbre d’'un tam-tam n’a pas de hauteur
tonale pecise. Son contenu spectral est variable au cours du temps : lorsque l'instrument est

frappé en son centre, le support spectral se confine au bassgefrces pendant un court ins-
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FiG. 1.3 —Profils de quelques cymbales typiques (les dimensid@uifisps sont des ordres de gran-
deur).

tant, pour glisser vers les hautesdtiences ensuite ; le son devient alors plus brillaatkettant,
avant de 2teindre lentement. Ces effets, on le verra, sont typiques de fortes ramHa, me-
nant dans ce caes des oscillations chaotiques de la structure [56, 123]. Principalemene utilis”
comme bruitage en musique occidentale avant |1& $iécl€’ ou dans les bandes son de films,

il trouve un emploi plus fguent en musique contemporéine

Les cymbales

Les cymbales ont aussi une origine asiatique, eet@nufilisées traditionnellement sous diverses
formes en musique militaire et religieuse dans de nombreuses cultures. Ragpdidfient par les
croigs, elles occupent aujourd’hui une place de choix dans les orchestres symphoniques, les fanfares
et les formations de jazz. Comme les gongs, les cymbales sont fabsiggréralement en bronze.

Leur ggomrétrie est aussi celle d’'une coque axiginjue, de courbure plus continue que celle d'un
gong, ce qui lui cordre une forme comparabéecelle d’'une soucoupe. Elles pedgnt presque toutes

un ddme central, et n’ont pas de bordureelaie €f. Figure 1.3). Les cymbales p@stent un trou cen-

tral qui permet de les fixer horizontalement sur un support, et dans ce cas d’en jouer en les frappant
avec divers accessoires : une baguette de bois, une mailloche, de$™dalbistteur, une tringle de
triangle... La zone de frappe est choisie en fonction du timbs#&l’ directement sur le bord, avec

le plat de la baguette, I'amplitude de vibration de la cymbale est la plus importante, et le timbre est
le plus charg@’en harmoniques ; sur le dessus du plateau, le son est plus,atiptis vers le centre,

sur le dme, le choc est plus brillant. L'orifice central peut aussi sexviouer une lagire au moyen

de laquelle l'instrumentiste frappe deux cymbales I'une contre I'autre. Cela esé uldiss les fan-

fares populaires et en musique traditionnellet#ine. Enfin, une utilisation moins courante consiste

a mettre en vibration la cymbale en la frottant, soit sur le bord avec un archet de violon, soit avec un
baton de bois, en un mouvement rotatif, dediasimilairea l'utilisation d’un bol chantant tiétain.

Les batteurs de jazz utilisent des onomaiepissues de 'anglais pour qualifier les cymbales, dont
les principales sontide, crashet splash Deux familles de cymbales peuvesiré dgages, selon

34le tam-tam] ne s’emploie que dans les compositionshnes et les smes dramatiquesid’horreur est pogea son

comble”, selon Berlioz ([126], p. 55)

4cf. la citation de P. Schaeffer, p. 13.

Ssorte de fagot de fils tallique ou de nylon, rassenalslau bout d’une poig®, que les batteurs de jazz utilisent parfois
comme baguette pour produire des sons plus doux.
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'importance des pdriormrenes non-lieaires mis en jeu, comme dans le cas des gongs.

— La premere famille correspond des cymbales de forapaisseur par rapport au diatre (par
exemple 2a°3 mm pour un diaetre ex€rieur de 600 mm). Elles sont eemgral frapges sur
le dessus, et un son tintant eepis est obtenu, comparatadeélui d’'une cloche, sans toutefois
avoir une hauteur tonalesfihissable. Le contenu spectrale est alors discret, et vaggéu au
cours du temps. Cela permet aux batteurs de les utiliser pour marquer le rythme, en particulier
avec les cymbales “ride”, de grand diatre (de 45600 mm), et les cymbales “charleston”,
de dianetre plus faible (de 328 350 mm), utiliees par paire : soit en les heurtant I'une contre
l'autre au moyen d’'unegdale, soit en frappant la cymbale suipure au moyen d’accessoires.
On peut aussi classer dans cette famille des cymizatBme central de grand diastre tenues
en mains et hewggs ou froites I'une contre I'autre lors des rituels religie wetidins.

— Ladeuxeme famille regroupe des cymbalegplisseur plus fine, qui produisent des sons plus
bruyants. Leur spectre s'apparemate€lui des tam-tams, puisqu'il est beyil large bande et
continu, avec un contenu fonction de la force de frappe, et variable au cours du temps. Elles sont
en grérales utili€es ponctuellement, comme bruitage, pour ponctuer ou marquer des chan-
gement dans musique. Parmi lgéments d’'une batterie, on trouve les “crash”, de dittm”
variable (de 30@ 450 mm) et les “splash”, plus petites (de Z5800 mm), de profil similaire.

Les cymbales “chinoises”, qui peuvent atteindre @s grande taille (de 308 800 mm), ont

leurs bordsdgerement recouds, et produisent un sorefs caraafistique. Ces cymbales sont
jouées principalement avec des baguettes, sur le bord, ou au moyen de mailloche de feutre en
coup unique ou en roulement. En particulier, on retrouve &nphéne d’enrichissement spec-

tral des tam-tamsetrit pecedemment lorsque une cymbale crash, par exemple, esefapp”
avec une mailloche.

1.1.2 Fabrication

La fabrication des cymbales est majoritairement industrielle, vue leur utilisagsnepandue
en jazz et musique de vatg, alors que celle des gongs est principalement artisanale. Elle est la
conjugaison de laminage, repoussage, martelage et traitements thermiques diverses, dtaitdes d”
précis, parfois ancestraux, sont souvent gargécrets par les fabricants/artisans, surtout dans le cas
des gongs. On peut trouver dans [111] une description assezetendglla fabrication des cymbales.

1.2 Cadre de la pesentegtude

1.2.1 Acoustique instrumentale et modles physiques

Le r6le premier de I'acoustique instrumentale est de comprendre et d’expliquetahd#s ne-
canismes de production du son dans les instruments de musique. Elle ne veut remplacer en aucun
cas la connaissance des facteurs, qui comprennent mieux que quiconque le fonctionnement des ins-
truments qu'ils fabriquent et agliorent. En revanche, elle permet d'offrir de nouvelles explications,
fondées sur les outils et le langage de la physique et desemattiques. Lestudes ont poe'sur une
grande vaeté d’'instruments, essentiellement depuis ces cinquanteateswnaés. On peut citer en
premier lieu les ouvrages de la fin du dix-nezivie secle de J. W. S. Rayleigh [84, 85], puis ceux du
début du vingteme secle de H. Bouasse [14, 15, 17, 16], probablement les grempublications sur
les instruments de musiqeerites par des physiciens. Ensuite, les travau deipp [57], pionnier
de l'acoustiqgue musicale en France, et ceux rezepsr N. Fletcher et T. Rossing [39] offrent une
vue exhaustive et homege de la connaissance actuelle en physigue des instruments de musique.
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Les instruments de musique sont ¢coaalans le but de produire des sons qui vetne Ecouts
par l'oreille, un “capteur” exgmement fin et @cis. lls sont en gréral le fruit de plusieurs ecles
de modifications et d’amliorations. Leur fonctionnement est en ce sens souvent subtil et compliqu”
et il est imgEratif de prendre en compte dans un mledde comportement desgadnenes souvent
négligeables en terme ehergie (comme des non-&afiés faibles, par exemple), mais dont les effets
sonores sont ppondrents. Une des applications principales de ces travaux est la mise au point d’ou-
tils de simulation nurefique de ces mades, appligasa la syntlese sonore. Leur but premier est bien
évidemment la “syntlse de son par metE physique” pouvaratfe utili|e par des musiciens. Elle
peut donner desesultats particuifement intressants, tout d’abord en terme de timbresaxérment
réalistes ; mais aussi parce qu’un reteldonm offre une palette de sons de syagR tes var€s, et
facilement gglables intuitivement, puisque les paetnes du son sont ici des paratres “physiques”
comme le diaratre, la courbure, le matiau de la mailloche etc. ..
Ces outils de simulation peuvent aussie”d’'un grand irgfét pour le physicien, car ils offrent
un moyen puissant de mise au point et de validation deetesddhysiques, en profitant des grandes
capacies d'analyse et de discernement de l'oreille. lls peuvent permettre en particulier d’identifier
des correspondances entre desmifenes perceptifs et la physique des spstsetudiés, par la
méthode la plus naturelle et habituelle qui soitedut®. La porée de ces techniquespkisse ainsi
I'acoustique musicale, car elles offrent :
— une connaissance fine du comportement vibro-acoustiq@aileét non-lieraire, de consti-
tuants classigues que sont les tuyaux, les barres, les cordes et daselagtude les plaques
et les coques;
— des moeles pouvanefre appligesa la syntlese sonore, qui en plus de soneiét” musical
peut s'aererétre un outil d'analyse et de validation parti@rkment efficace.

1.2.2 Vibrations non-linéaires de cymbales et de gongs

Parmitous les instrumentsgséng's au paragraphe 1.1, certainsgghtent en conditions normales
de jeu des amplitudes de vibration grandes devapglisseur moyenne de l'instrument. Cela conduit
d’un point de vue matirthatiquea'ne plus pouvoir@gliger les termes non-kdires dans lesguations
pour obtenir un moele de comportement valable.

Lesétudes amdfieures ne proposent que ddsmiiches d’explications. Les instruments de percus-
sion du type gongs et cymbales @ &tudiés principalement par N. Fletcher et T. Rossing ces 20
dernigres anaés. lls ont propasdifferents bilans de leurettdes [93, 36, 38, 39], et se sonErdses
aux comportements :

— des gongs d’ogra chinois, faiblement non-kiaires, dont le timbre psente une hauteur tonale

glissante et dpendante de I'amplitude de vibration de la structure [92, 37];

— non-lingaire et chaotique de tam-tam chinois [91, 56];

— non-lingaire et chaotique de cymbales [95, 105, 124, 123].

Les preénonenes d’origine non-lieaire mis en jeu dans ces instruments se manifestent sceredi#s
formes. Dans les gongs d'ef chinois, lagglissandofrequentiel provient du fait que lesefjuences
d’'oscillations des modes proprespEndent de I'amplitude de vibrations, lorsque celle-ci devient
non-régligeable devant&paisseur de la structure [74, 37]. Dans les tam-tams et les cymbales, des
structures moins rigides en flexion, les amplitudes de vibrations sont plus importantes, etaragsyst’
présentent toutes les caradstiques des systies non-liraires chaotiques, savoir :

— des signaux de vibration dont le spectre est contiraulatge bande,

— un comportement sensible aux conditions initiales,

— des bifurcations menaatun ggime de vibration chaotique.

Musicalement et auditivement, ces caeaidfiques se manifestent par un timbre qui tient du bruit

6Cf. la citation de H. Bouasse, p. 55.
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coloré, dont la hauteur est iefihissable et dont le contenu spectral esppatidant du temps et des
conditions d’excitation.

Notre étude visea'compEter nos connaissances sur lescamismes physiques nondeires mis
en jeu dans la production des sons de cymbales et de gong. &esnaries renconés dans ces ins-
truments sont typiques de nondaries gometriques, qui se manifestenesique les eplacements
ou les dfformations deviennent importants, alors que le comportement duinatemeurelastique
et linéaire. Une deudme source de non-Eari€ pourraitetre un comportement non-éaire du
maeriau. Dans le cas desataux, la seule non-legrig magtrielle possible se renconteela suite
de grandes sollicitations lorsque le m@du sort de son domaimdastique pour entrer dans la zone de
plasticig [1, 32]. Si teletait le cas dans le cadre de nos instruments de percussiorefdesidfions
remanentes subsisteraient epiaret des sollicitations, ce qui entrainerait des modifications et des
dégradations de la structure allamt’'@ncontre du comportement soulegittn particulier, le son ne
serait plus reproductible d’'une utilisatial’autre de l'instrument.

Une des difficulé's de IBtude de ces instruments est que, en situation normale de jeu, la structure
est frapge par une mailloche ou une baguette, si bien qu'un grand nombre de modes de vibrations
sont exci€’s simultaement. Par le jeu des couplages norediimés internes entre ces modes, les formes
d’'ondes et les spectres obtenus sont complexes, ce qui rendtlale difficile. L'idée a donceté
d’etudier ces structures soumisesirie excitation foé monofequentielle. Les avantages sont les
suivants :

— peu de modes de vibration sont directement exa# €gime permanent,

— les caraddfistiques (amplitude, éiuence) du signal d’excitation sont facilement colatoles,

et reproductibles,

— laréponse de la structure devient rapidement permanente, du fait de 'amortissement.

C’est pour ces raisons que la majerité notre travail a pagtsur I'étude de structures en vibrations
forcées.

Les analyses exgsimentales sur les instruments de percussionethimerges sur un tam-tam
chinois, en egime for& monofeéquentiel, lorsque la éuence d’excitation est proche d’'une des
frequences propres. Plusieuegirnes de vibration ordgté mis enevidence, selon la valeur de I'am-
plitude des vibrations.

— Pour des faibles amplitudes, on observe épansegeriodiques dont I'amplitude et la phase
dépendent des conditions initiales. Des classiques courbessdrances incuegs sont obte-
nues, caraetises par des mmnonenes de saut et une hggtsis lorsque la #quence d’excita-
tion est lentement vagg. Une distortion harmonique dont I'importan@pdhd de I'amplitude
des vibrations est aussi obseev”

— Pour des amplitudes moyennes, degimies de vibrationquasi-griodiquessont obtenus. lls
proviennent de combinaison desonances qui se manifestent par e@gsanges @nergie entre
certains modes non-exek directement par le foage. Des fequences incommensurables ap-
paraissent alors dans leponse.

— Des Egimeschaotiquessont obtenus plus fortes amplitudes. |l psentent une grande simili-
tude,a I'ecoute, avec le comportement de la structure en situation de jeupetiist-lorsque
I'excitation est impultionnelle. Cela offre une validisuppEmentaire awetudes enagime
forceé.

Des comportements analogues et mis enevidence dans les cymbales par C. et al dans
[124, 123, 122]
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1.2.3 Mocklisation

L'id'ee premére en terme de metE necanique est de regsénter les gongs et les cymbales par
une coquea synEtrie de Evolution. Lesequations assoe&sa ce genre de systies sont assez com-
plexes, et ne posslent des solutions analytiques que dans les casaleggfie simple, comme les
coques spériques, cylindriques ou coniques. Ainsi, dans le but de construire uelmptysique
de comportement de cymbales et de gongseéid consigta simplifier dans un premier temps
leur ggonetrie, pour aller le plus loin possible danstlide analytique. Le travail de meigsation
a donceté concen” sur des plagues circulaires. Un premier avantage est que les technigques de
résolution sont les ehes que celles asseeB aux coques, mais applepsa desequations plus
simples. Le deuxime avantage est qu’'on observe dans le cas des plaques des comportements vibra-
toires Eriodiques, quasigriodiques et chaotiques similairazéux rencon&s dans les gongs et les
cymbales et dcrits pgcedemment.

La deuxEme tche de moelisation a consista construire des petits melds de comportement,
fondés sur des sysines de barreslastiques articeés en grandaplacement. L'iée principale de ce
travail est de re@denter les structures minces telles que les coques et les plaques par un ensemble de
fibres superpass, repgsenges chacunes par une barre. On obtient alors desmsgstdiscreta Un
dege de liber€ dont le fonctionnementds simple en facilitent éfude. Cela permet en premier lieu
de dBgager des interptations physiques des @ménenes non-liraires obsemls dans les structures
continues. En second lieu, la courbure des coquesgtmipfise en compte sans grande complication
du modtle, ce qui permet d'eatldier les effets principaux, ce qelidit impossible avec le metE de
plague.

1.2.4 Organisation du manuscrit

Ce travail est organgsautour de trois parties. La prezné a pour objectifa la suite de la @sente
introduction, d’exposer dififentes observations eqirnentales effeckgs sur le gong du laboratoire.
Cela permet de se familiariser avec les objets de adttde, les instruments de percussion, et de
dégager les ptrionenes non-lieaires principaux obsesg dans ces structures (chap. 2).

La seconde partie est conseeidu @éveloppement d’'un madeé de vibrations de plaques en grands
déplacements et moyennes rotations. egadtions de la Btanique des milieux continus tridimen-
sionnels non-liraires sont applige€sa la ggonetrie particulere de la plaque partir des hypotses
classiques assa®s aux milieux minces (chap. 3). Uresolution basé sur un dveloppement de
la solution sur les modes propres de la structure est ensditiede (chap. 4). Le sysine temporel
obtenu est aloresolu en egime faiblement non-legire dans les cas simples de vibration sur un seul
mode, ce qui permet d’expliquer certains des comportements du gongesxqarss la prerare partie
(chap. 5). Enfin, des validations exjrhentales desesultats thoriques petddents sont propess
(chap. 6).

La troisiéme partie mSente eefudie les sysimes de barres arti@ds. Lesquations du mouve-
ment sontetablies pour difrentes configurations des s#stés, ce qui permet deegager certaines
interprétations sur l'origine physique des nondarigs ggongtriques (chap. 7). Ensuite, leguations
sont Bsolues, et certains phonenes oscillants non-ledires, comme les effets raidissant et assou-
plissant, sont explices et interpetés. L'influence de la courbure est aussi aleer@chap. 8).

oo



CHAPITRE 2

Analyse des vibrations d’un gong

Ce chapitre se propose despenter par difffentes analyses I'objet de nogtude : le gong. Sans
utiliser de @dveloppements matimatiques, les @rionemes principaux mis en jeu dans les vibrations
du gong sont mesas, et une preraie analyse en esedage.

2.1 Legong

10mmY

30 mm ‘ 2mm

————— — My

FiG. 2.1 —Sctema tleorique et photographie du tam-tam du laboratoire

Le gong du laboratoire sur lequel les mesures et analysedogffécti€es est un tam-tam chinois,
dont le profil, la vue de face et une mise en situation soesgmés Fig.2.1. Saepnétrie iddalige
est celle d'une coqua Syn€trie de gvolution, de diaratre ex€rieur 640 mm et édpaisseur 2 mm.
La surface sugfieure est plate sur les 3/4 du dietme, puis faiblement conique sur I'extéur. Un
anneau de 30 mm de large rigidifie la structure.

La géongtrie ci-dessus estédlige, car le gong gsente une structure fortement magteldg-
paisseur peu homege (la moyenne est 2 mm). Il parait avoir en premier &&uf6rgé a chaud, puis
martek, ce qui lui conére un aspect brut, sauf sur une partie annulairedaii 'objet d’'un tournage
par enlevement de matie, dont I'aspect est brillant (Fig. 2.1). Ainsi, il est clair que leenati, du
bronze, n'est pas homegeé (on peut penser que la partie matatsecrouie en surface).

23
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En utilisation en conditions normales de jeu, le gong est suspendu dans un portique au moyen
de deux cordages de nylon (Fig. 2.1). L'instrument est alors &appson centre au moyen d’'une
mailloche de feutre, et on obtient alors le son caastique de ce genre d’instruments.

2.2 Analyse modale exprimentale

gong
Vibrometre LASER
Calcul des
LASER , ,
. déformées
bobine
& aimant

Ampli. de Synthétiseur
puissance de signal

A =1

FIG. 2.2 —Sctema exprimental utili€ pour I'analyse modale du gong.

Synthétiseur de signal Oros Carte OR 25.4 1l
Amplificateur de puissance Crown Macrotech 2400
VibrometreLASER Ometron VPI sensor

TAB. 2.1 —Références des appareils utdis pour les analyses modales

Des analyses modales exphentales onett merges sur le gong au Laboratoire deedéhique
Physiqué. Le principe de ces analyses est le suivaft Fig. 2.2 et Tab. 2.4) : le gong est suspendu
par ses deux cordages de nylah. Fig. 2.1). Il est mis en vibration par le sgshe bobine/aimant
décrit en annexe A, qui permet d'imposer une force proportionnelle au signal d'irtepsiparcourt
la bobine. Une somme de sinudesa phases aktoires (“random multisine” en anglais) est choisie
comme signal d’excitation de la structure. Son expressionenadhique est :

fM_fm‘

N
s(t):Sstin<27r(fm+kAf)t+<pk) avec Af =M

k=0

(2.1)

On choisit les fequences minimunf,, et maximumfy,, le pas fequentielAf ; la phasey, de
chaque sinugdé est choisie atoirement. Laaponse en vitesse de la structure est neseri cha-
cun des points de coordoeed(z;, y;), (i,5) € {1... P}? d’une grille care deP x P points et de
largeur le diaretre ex€rieur du gong (640 mm). Ces signaux, st (5, y;; t) sontéchantillon@s
a la frequencef, = 2f),. La densi€ spectrale de puissance (DSP), moysp fois, estin€ea par-
tir de la transformreé de Fouriem temps discret (TFTD) suN points (calcut” par I'algorithme de
Transfornge de Fourier Rapide, FFT), de chacun ffes P signaux de vitesse(s;, y;;t) est [7] :

2

Q-1
Gulwsifi) = 57 % S V(@i yss fi)al (2.2)
e )

Laboratoire de Mcanique Physique, UniversiPierre et Marie Curie, CNRS UPESA 7068, 2, Place de La Gare de
Ceinture, 78210 Saint-Cyr-Ecole
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ou V(z;,yj; fr)q €stla TFTD suivante :

N-1
2irnk
Vi s fig = Y v(i 53 (nAL + 7)) e 5 (2.3)

n=0

avecf, = k.fe/N, k =1...N/2 les fréquences disetes, At = 1/ f, le pas déchantillonnage et
T = N.At la longueur de la fegite temporelle.
A partir des DSP mé&dentes, on obtient deux types de emanitations ;
— une DSP globale de la structietudiée, obtenue par moyennage des DSRsduténtes sur les
points de mesuretlle s'‘écrit :

P-1P-1

Go(fe) = Y. Y Golwi, yss fr) (2.4)

i=1 j=1

Cette repesentation, correspondamta Fig. 2.3, est utile pour identifier leeffuences propres
frn de la structure, qui correspondent aux maxima locauX déj, )

— lesN/2 cartes de dformées, pour chaquedquencef;, obtenues en trant dans le platizy)
les P x P valeurs de&, (zi, yj; fx), (4,7) € {1... P}?. Les dformées modales sont les cartes
correspondantes auwxefjuencey;,,. Elles sont regrSenges pour le gong Fig. 2.5-2.7.

Pour identifier un maximum de modes du gong, deanes de mesures oa merges, pour deux

positions d’excitations diéffentes : (i) au centre (eggénce 1), (ii)a 100 mm du centre (epience

2). En effet, en excitant au centre, seuls les modes qui neegess pas de noeud au centre sont
excitts. Dans une structuregbfiqguement parfaite, tous les modes asyrigques possdent un noeud

au centre. lls ne sont donc pas egsitet la €ponse ne contient des contributions que de modes
axisyngtriques. Les paraetres de mesures sont rapgeetians le tableau 2.2.

Expérience 1 Expfience 2
Position d’excitation centre 100 mm du centre
Nb. de points de mesuré’(x P) 20 x 20 20x 20
Fréqg. déchantillonnagef) 1205 Hz 2000 Hz
Nb. d’echantillons {V) 1024 1024
Résolution féq. A f) 1.177 Hz 1.953 Hz
Nombre de moyennesg)) 12 12

TAB. 2.2 —Paran®tres des analyses modaleséxmentales

La Fig. 2.3 repesente la moyenne des DSPs pour les dewerempées, pour les éduences
inferieuresa’ 600 Hz. Les dformées modales asse&$a chacun des pics sont regenges Fig. 2.5-
2.7. Un calcul des eformées modales du gong, nmeléé par la nethode de®léments finis (EF.)
implang&e dans le code de calcahsTEM 2000 [2], fournie une comparaison, et permet de mieux
identifier les difErentes dformées. On trouvera plus deetdiils sur ce calcul nuarique en annexe
B.2. Avant toute chose, on peut remarquer que la moyenne des DSP issue deadiec@ 1 (excita-
tion au centre) fait intervenir principalement les modes axayines, alors que l'autre (excitation
décaBe du centre) offre degponses de modes asgtriques non efligeables, ce quétait attendu.

Le gong sujet du calcul par EF. estsyn€trie de gvolution,a épaisseur constante, de i@@du
homogene et isotrope dont les constanteslastici€ ont €t choisies de sorte que leefuences
propres calcidés se rapprochent au mieux desgfrences propres meses p = 8420 kg.m?3,

E = 120.10° Pa,rv = 0.3). Les dformées modales issues de ce calcul, que I'ont peut qualifier de
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théoriques, posglent des lignes nodales qui spartissent ek diamétres et cercles concentriques.
On peut classer les modes en deux groupes.
— les d&formées modales du premier groupe réatment que la surface seipéure du gong, avec
le bord et la collerette qui subit un mouvement de solide rigide. Ces modes ressemblent aux
modes d’une plaque circulaieebord encaser (Cf. figure 4.2, p. 96), et la collerette du gong a
ici un effet rigidifiant. Ce sont lesrodes de plaque
— Les autres eformées, classés dans le deusame groupe, ne font intervenir que le bord du gong
et sa collerette, si bien que les modes correspondants serornesippelés de bord
D’autre part, certains modes ne pedent pas de rayons nodaux, ce qui leur eomfine dformée
axisynetrique Les autres, qualiis dasynétrique sont toujours assoes par deux. Si la structure est
a parfaite symafrie de gvolution, magtielle et gfongtrique,a chaque fEquence propre asseeid une
déformée modale asyetfique correspond deux modes propres. Mathfiquement, la recherche des
frequences et deformes modales d’une structure se cagaeE par un proleime aux valeurs propres.
Les proprétés de syrafrie produisent des valeurs propres de multig@idt qui correspondent aux
frequences des modes astrifjues [67]. Les deuxalérmées modales assee€is ont le rafne nombre
de dianetres et de cercles nodaux, mais elifint simplement par la position de leur rayons nodaux,
ceux de l'uneetant positionas sur les ventres de l'autre. On choisit de nommer ces deux modes
propres lesonfigurations pferentiellesassoagesa un couple(k,n), k > 1, terme introduit par
Tobiaset al[121] lors d'études de vibrations aswtriques de plaques circulaires, sur lesquelles nous
reviendrons au chapitre 5 et 6. Dans le cas d’'une structure avectirdgide symirie, comme le
gong, les fequences des configurationef@rentielles se eldoublent, et lesaformées modales ne
sont plus toul fait identiques par rotation. Le tableau 2.3 donne pour chacun des modes du gong,
les frequences propres meees et celles issues du calcul EF., leurs nombtes)(de dianetre et
cercles nodaux, et pcise si il est axisymttrique, asyrafrique ou un mode de bord (qui ne peut
etre qu'asymefrique). On peut noter que certains modes agyiguies pesentent des configurations
préférentielles de Guence®loignées, ce qui sous-entend dexfalits importants de la syfrie de
révolution du gong.
Avec les deux positions d’excitation, la majeriles modes du gongattits par le calcul EF.
ont été identifés. On peut constateeanmoins gu’ils ne sont pas toatfait dans le raime ordre de
frequence. L'un d’entre eux (la dexne configuration gférentielle du mode (4,0)), n'ont pas ptré
identifies avec les deux seules exignces effecegs. De plus, certaines cartes dfadimée corres-
pondan® certaines Equences (dont les pics sont indéguavec des “ ?” Fig. 2.3, et lesfdrmées mo-
dales sont @éisges Fig. B.1, p. 212 en annexe) se sonte@sipeu ressemblantes awfaiimées EF.
Une troiseme exgtience, avec une nouvelle position d’excitation, permettrait sans doute d’identifier
les modes manquant, de confirmer les identifications des Fig. 2.5-2.7, et d'atezrims éformées
modales non @vues par le calcul EF.
Pour finir, la Fig. 2.4 donne uresun® de la valeur desdéquences modales meeas et calc@és
par EF, en fonction des nombrésle cercle nodaux et de rayons nodaux.
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FiG. 2.3 —Moyenne des DSPs pour Iésx P points de mesure. (—) : Expence 1, excitation au
centre du gong, (- -) edgpience 2, excitatioa 100 mm du centre.
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Fréquence (Hz)

Modes de plaque

Modes de bord

Mesuges Calcudes CASTEM 2000)  Axisym. Asym. (Asym.)
35.3-37.7 50.9-51.0 - - 2,0
87.1 82.3 0,1 - -
119.1-125.0 174.5-174.5 - - 3,0
134.2-148.3 148.1-148.1 - 11 -
223.6-234.4 234.4 - 234.5 - 2,1 -
2495- ? 364.2 - 365.1 - - 4,0
275.4 278.4 0,2 - -
303.7-332.0 383.3-383.3 - 1,2 -
314.4-321.3 351.1-351.1 - 3,1 -
384.9- ? 516.8-517.4 - 2,2 -
408.4 - 421.8 490.8-491.4 - 4,1 -
443.7 - 492.2 675.1-675.1 - 3,2 -
474.6 - 505.8 572.2-572.2 - — 5,0
537.1-545.0 650.4 - 650.4 - 51 -
556.7 539.2 0,3 - -

TAB. 2.3 —Fréquences propres du gongérituresa 600 Hz, avec les nombrésn de cerclesk) et
de rayons () nodaux. Les valeurs sont&sjifiees avec une tetance detAf/2 = 0.6 Hz

700 T T T T T T T T T
©
600 [ B
k=3 y
500 © o =g
o) e
z B T y
%] - -
[ L . - /,8 ’ _
5400 o k=2 o~ _ = y
] o -~ °_ /
- /
2 300} o~ =4 . 4
(] - - . -
3 ¢ == ’
3 S Pet
o k=1 =B -
200+ = . - k=0 .
v g/’/ - _ Modes de bord
100 - -9
2 _=7
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

Nombre de rayons nodaux (n)

FIG. 2.4 —Fréquences modales (--) eamsly) :

calcukees par EF.

en fonction du nombre de rayons nodaux.
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=

fo0 = 35.4 Hz fa0 = 37.7 Hz 59.9 Hz - 51.0 Hz

v
f30 = 119.1 Hz f30 = 125.0 Hz
w
o SEEE
) 0
@ .
0 ©® e ©
fi1 = 134.2 Hz f11 = 148.3 Hz 148.1 Hz — 148.1 Hz
C‘ 3 @3- '@
f21 = 223.6 Hz fo1r = 234.4 Hz 234.4 Hz - 234.5 Hz

Fic. 2.5 — Défornees et fequences modales du gong, @&xmentales (colonnes de gauche) et
nurrerique par EF. (colonne de droite). Leéfdrnees modales ekpmentales sont tréesa par-

tir des DSP des signaux, si bien que les \@rggaé_r’wprs et inérieurs sont regesengs en positif,
avec les rames coloris.
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FIG. 2.6 —Suite de la Fig. 2.5.

— 30—



2.2. ANALYSE MODALE EXPERIMENTALE

fa1 = 421.8 Hz

T
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f32 = 443,7 Hz F32 = 492.2 Hz 675.1 Hz — 675.1 Hz

fs0 = 474.6 Hz fs0 = 505.8 Hz 572.2 Hz —572.2 Hz
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foz = 556.7 Hz 539.2 Hz

FIG. 2.7 —Fin des Fig. 2.5 et 2.6.
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2.3 Analyse en egime libre

10.8 Hz

2000 EE——

Fréquence [Hz] - A f

1000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8
Temps [s] —At=0.00218 s

FIG. 2.8 —Zoom entre 0 et 2s du spectrogramme de la Fig. 2.9(c).

Pour étudier le comportement du gong en situation de jeu, des mesuregjiemeriibre onteté
effectiBes. Le gong est, comme pour les analyses modales de la sea@dente, suspendu par
ses cordages de nylon. Il est mis en vibration au moyen d’une mailloche, et la vibration estenesur”
a 80 mm du centre par un adéfonetre de tes petite taille (Buél & Kjeer 4374, masse : 0.65 @),
collé au moyen de cire d’abeille. La positioaatiEe par rapport au centree ‘choisie pour mesurer
des contributions de modes asgtmdues, qui pourrait ne pas apparm@dans une mesure au centre du
gong. L'ac&lération du point consité est alors enregigte’au moyen d’'un magbéphone numerique
DAT (Digital Audio Tape), pour ensuitetfe trai€e.

La Fig. 2.9 montre les spectrogrammes de l&écdtion meswré, lorsque le gong est frapgh
son centre par une mailloche, avec trois forces d’excitatioedifftes. On remarque que le contenu
frequentiel de l'instrument est ddfént selon la force d’excitation : pour les excitations Bréds,

il reste confi@ dans les bassesfflences (en dessous de 600 Hz, Fig. 2.9(a)), alors que pour une
excitation vigoureuse, le contenweffientiel sttend vers les hautesefjiences (jusqa’ 3000 Hz,
Fig. 2.9(c)).

Cet enrichissement spectral dans les haueguehces n'est pas instangacomme le montrent
les Fig. 2.8 et 2.10 : le son est cordidans les graves (en dessous de 100Hz)stant de la frappe,
et le spectre glargit rapidement pour atteindre toute sa brillance au bout de 1 s environ. On parle alors
de glissement spectral vers les hautegjfrénces. Ensuite, les modes de hawgguencestant plus
amortis que ceux de bassedience [51], leur extinction est la plus rapide, et seule l'oscillation des
modes bassedrjuence subsistela fin du son (Fig. 2.10(d)). On constate en outre que ces derniers
sont ties peu amortis, et que leur oscillation peut durer plus d’'une minute. Cesar@tgties sont
typigues des timbres de tam-tams chinogjadgcrits dans [91, 56]. De plus, la Fig. 2.10 montre un
comportement du gong similaieecelui d'une cymbale “crash&tidié dans [92].

Ce contenu f&quentiel variable (i) au cours du temps, et (ii) en fonction de la force de frappe,
est caradfistique des systhes pesentant des gmonenes d’origine non-lieadire. En effet, lorsque
la mailloche frappe le gong, le support spectral @méfgie envogéa la structure est conndans
les basses éguences (en dessous de 1000 Hz), du fait de la faible egiilitfeutre, mafiau de
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FIG. 2.9 —Spectrogramme de l'aétération d'un point écak de 80 mm du centre du gong, pour
trois forces d’excitation diérentes, au centre, avec une mailloche tendre. (a) : excitation faible, (b) :
moyenne, (c) : forte. FFT sur 1024 points, ave@fende Hanning glissante et recouvrement de 512
points. f. = 11025 Hz,Af = 10.8 Hz
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FIG. 2.10 —Spectre de Fouried 4 dates difirentes de la Fig. 2.9(c). (@) : 0's, (b) : 0.2 s, (c) 0.6 s et
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la mailloché. Un structure ligaire Epondrait avec un support spectral sitdians la raine zone
frequentielle, sans transfertatiérgie vers les hautegffliences.

2.4 Analyse en egime forcg

La premere difficul€ rencontee lors de I'analyse de ces systés est que le support spectral de
I'excitation duea’ la mailloche (owa’une baguette, dans le cas de cymbale, par exemple&gene”
libre esta large bandeGf. note 2, p. 35). De ce fait, un grand nombre de modes sontesxsit”
multarément, ce qui rend leeponse de la structure complexe, et ainsi diffieilétudier. L'icée est
donc détudier les structures soumisgsine excitation fomé monofequentielle. Il est alors plus &s’
de mettre erevidence et dtudier diférents egimes de vibration non-legires (eriodiques, quasi-
périodiques, chaotiques), et les transitions entre cesrdifts egimes, appeés bifurcations. Un autre
avantage primordial desttides eng@ime for@ est que les caraaistiques (amplitude, éjuence) du
signal d’excitation sont facilement contables, et donc reproductibles, conditions difficiesunir
dans le cadre d'une excitation impulsionnelle. De plus elgorise enagime for& de la structure
devient rapidement permanente (lorsqueeigimie transitoire s’estéint du fait de 'amortissement),
ce qui laisse tout le tempsenéssaire pour effectuer les mesures, alors qegime libre, la €ponse
de la structure n'est jamais permanente. On peut noter enfin qepdasé du gong en excitation
forcée monofequentielle de la Fig. 2.17 pasde de grandes similitudes avec celle du gong fapp”
avec une mailloche, Fig. 2.9(c), en terme de timbre et de richesse spectrale, ce qui valide d’autant
plus cesetudes. Cela agjfa ét# no€ dans le cas d’'un cymbale dans [122, 123], etesdie'trés bien
al'ecoute.

2.4.1 Details experimentaux

La figure 2.12 et le tableau 2.4qmisent le magfiel utilisé lors des ex@riences. Le gong est mis
en vibration par le systhe bobine/aimanttrit en annexe A, etafa utilisé lors des analyses modales
expérimentales méédemmenevoqilées § 2.2). Laimant est co”au centre du gong au moyen de
cire d’abeille. Une sinusdé, de féquencef.,. = /27 est amplifée, puis envogé a la bobine.
Comme le signal elivré par le synthtiseur n’est pas purement sinudal; un filtre passe-bas est
inséré a I'entrée de I'amplificateur. Une mesure de l'intersilti courant parcourant la bobine permet
d’obtenir une estimation de I'amplitude de la force impea’la structure Cf. annexe A).

Les vibrations de la structure sont meses par un a&iérometre, dlivrant 'ac&lération du point
ou il est coli, et un vibronetre laser calculant la vitesse du point sur lequel le Laser esedpay effet
Doppler. Lintérét du vibronetre est que celui-ci offre une mesure sans contact, et donc qu’aucune
masse additionnelle ne perturbe &ponse de la structure (ce qui est le cas avec uel@oeretre).

En revanche, une mesure d'at&ration est irgfessante car elle esedia la pression acoustique en
champ proche [81], et donne donc uneedplus pecise du timbre de l'instrument. Le signal de
I'accéléronetre esechantillon® et enregistr’par un magetophonebAT, pourétre ensuite tragt”

2.4.2 Vibrations unimodale

En premier lieu, on éCide de mesurer laaponse de la structure sollieé avec un signal harmo-
nigue de fequence proche de laefijuence propre d’'un mode de vibration. En condition normale de
jeu, lorsque le gong est frap@®n son centre par une mailloche, ce sont les modes agiggmes qui
sont directement mis en vibration. On a choisi pour cette raisonedeptér des mesures sur les modes

2Laréponse exacte de la mailloche ugiksici n’a paeté étudée. On sait cependant que le comportenagdiéicrasement
du feutre est non ligaire, et qu'il est d'autant plus rigide qu'’il est comperf89]. Cela explique probablement le fait que
le support spectral initiab(1=0 s) de laeponse du gong est plus large Fig. 2.9(c) [0-1000 Hz] que Fig. 2.9(a) [0-600 Hz]
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FiG. 2.11 —Photographies du dispositif esggmental et du systme d’excitatiorglectromagitique

oscilloscope analyseur de spectre

A o1V
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bobine A i i
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Amplificateur filtre synthétiseur
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accélérometre
P A L av,
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FIG. 2.12 —Sclema exprimental utili€ pour les mesures.

Acceléronetre Biiel & Kjeer 4374
Amplificateur de charge BiEl & Kjeer NexusM
VibrometreLASER Polytec OFV 2600

Filtres pass-bas Rockland 1042F
\Voltmétre Philips PM2519
Synthétiseur de signaux Fluke PM5193
Amplificateur de puissance Crown Macrotech 2400
Amperengtre Hewlett-Packard 3478A
Magnrétophone DAT Tascam DA-P1

TAB. 2.4 —Réferences des appareils utiis pour les mesures
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axisyngtriques de la structure. L'excitation est donc imgemsu centre, et plusieurs exEnces sont
merges en vue de caraciSer les vibrations du gong.

Déformée de la Eponse jeriodique du gong

Lorsque le gong est exeitpar un signal sinusdal de féquencet,. = 2/2r = 87 Hz proche
de la fEquence du premier mode axisgimdue, et pour une amplitude d’excitation suffisamment
forte (0.5 N ici), la réponse estgriodique, mais non sinustile, comme ce serait le cas avec une
structure parfaitement ladire. Le signal de vitesse comporte des harmoniques d’amplitude non
négligeable par rappom celle de la fondamental€{, Fig. 2.13). Pour examiner laegendance
spatiale de la eformée de la structure, on utilise leemie protocole que pour les analyses modales
expérimentales2.2). La dens#’spectrale de puissance moyeearsur tous les points de mesure est
présenge Fig. 2.13 et la Fig. 2.14 donne les cartes deferdées pour chacun des pics de la DSP,
situés aux fequence8f.,. = 174 Hz, 3 f.,. = 261 Hz. ..

On constate que lessbrmées du gong pour chacun des pics sont relativement similaites °
déformée du premier mode axisygtrique, neéme si les dformées du gong pour les harmoniques
(174 Hz, 261 Hz...) apparaissent assez perkeb. Cela provient d’'un mauvais rapport signal/bruit,
qui résulte du fait que les amplitudes des pics des harmoniques sont petites par sapgitetde
la fondamentale-{30 dB en dessous, Fig. 2.13). Une mesure avec une amplitude d'excitation plus
forte offrirait une Eponse avec des harmoniques d’amplitude plus importante, et ainsi des cartes de
déformées plus clairés

Néanmoins, ces analyses permettent de valider urefeatE comportement courament utlis”
qui consistea'€parer les variables temps et espace dans I'expressiogptiaicement des points de la
structure, ce qui gCritici :

w(Z,t) = Po1(Z).q(t) = Po1(Z) [a1 cos(Qt + @) + az cos2(Qt + @) + .. ] (2.5)

ou ®( (%) est I'expression de laedormée modale du mode (0,1) fonction de la variable d’espace
Ce moctle sera utilis’et discutplus loin, en particulier aux chapitres 4 ett5(2.1).

Courbes de esonance

La vitesse du point central du gong est megsuau moyen du vibroetre LASER. Dans ce para-
graphe et le suivant, pour comparer lesultats des exgiencesa’la modlisation qui sera gsente
dans les chapitres suivants, et pour faciliter les mesures d’ampitudéltre passe-bas est ajett”
I'entrée du multinetre Cf. Fig. 2.12), si bien que les valeurs d’amplitudes mesarsont celles de la
composante fondamentade signal. Cela sera compgeala solution au premier ordre obtenu par les
calcul perturbatif du chapitre 5, qui correspamth fondamentale du signalf, Eq. (5.19)).

Les courbes msentes dans la suite font appéra’l’amplitudede lacomposante fondamentale
du déeplacementu point central du gong. En notast™*) 'amplitude efficace du signal de vitesse
filtre, 'amplitude de dplacementv(¢) est obtenue par :

a=—~—=5ms)  avec w(t) = a cos . (2.6)

3Les exmriences de mesure defdfmées sont assez Ionguésforte amplitude d’excitation, des courants importants
traversent la bobine, si bien que le gse bobine/aimant sthauffe rapidement. C’est pour cette raison que les meaures °
forte amplitude n’ont pasté effecti€es

Les mesures d’amplitudes efficace (RMS, Root Mean Square en anglais) sonteeffeatumoyen de multizire
numérique. Celui-ci n'effectue pas les @gfations temporellesecéssaires la dtermination de la valeur efficace du
signal, mais en donne une bonne estimation si le signal est sifaliso”
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FIG. 2.13 —Moyenne des DSPs pour |5 x P points de mesure. Paratnes d’analyse P = 30
points au caré, f. = 2000 Hz, N = 512 échantillons A f = 3.9 Hz, ) = 4 moyennes.

Afope = 348 Hz 5 fope = 435 Hz 6 fope = 522 Hz

FiG. 2.14 —Carte des éfornees du gong correspondant augduences des pics de la figure 2.13.
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FIG. 2.15 —Courbes de &sonance des deux premiers modes a¥é@sygques du gong. (a) et (c) :
mode (0,1), (b) : mode (0,2). Les courbes d#ma nuréro correspondent auéme forage : courbe
(1) : 13.1073 N, (2) : 64.10 3N, (3) : 0.25 N et (4) :0.51 N. Les 7\’ se rapportent aux branches
inférieures, les¢’ aux branches swgrieures.
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La Fig. 2.15 pesente des courbes disonance pour les deux premiers modes axatgiquies du
gong. Chacune de ces courbes est obtenammplitude d’excitation constante, en_tat!'amplitude
du déplacement du centre du gong en fonction dedguience de I'excitation. Pour les petites ampli-
tudes de vibration, les courbes sont des traditionnelles courbesdearice, analoguada Bponse
d’un oscillateur lirgaire du second ordre (courbe (1) pour le mode (0,1) ; courbes (1) et (2) pour le
mode (0,2)). En revanche, pour des amplitudes de vibrations plus importantes, on remarque que pour
certaines fequences d’excitation, deux valeurs d’amplitudes sont susceptitdee difteintes. Par
exemple, sur la Fig. 2.15(a), la courbe (3) srplre (avec des”) a été suivie en augmentant la
frequence par petits paliers. Areidu pointA, a la suite d'une petite augmentation de leguence
d’excitation, le sysiie saute de la solution senEurea la solution in€rieure. Cela se manifeste par
une brusque diminution de I'amplitude damlacement, qui se stabilise sur la courbeiigfire (note
avec des/\’). Cette deuxéme solution peut aloegfe suivie en diminuant ladguence jusqu’au point
B, ou I'amplitude augmente brusquement, pour atteindre la solutioermupé. Ces “pbnonenes de
saut” sont caraetistiques des sysines non-lieaires enegime for&, qui pesentent plusieurs solu-
tions stables pour certaines valeurs des patess d’excitation [74]. Ce sont les conditions initiales,
impoges au sysihe chaque fois que I'on change la valeur des pategs d’excitation, quiekermine
sur quelle solution le sysine se stabilise. Ces courbes sont analogues aux courtesodamnce d’os-
cillateur du second ordr@non-lirgari# cubique du type de l'oscillateur de Duffing qui seretudiés
dans le cadre des plaques circulaires au chapit§ec3(1).

On peut remarquer que l'incurvation des courbessgenance se fait vers legfiences positives
ou regatives, selon le mode de vibration cors&d En particulier, le mode (0,1), dont la courbe est in-
curvée vers les fEuences positives, est dit avoir un comportermadissant alors que le mode (0,2)
a un caraareassouplissant. Le sens physique de ces termes sera explauparagraphe suivant, et
au chapitre 8. Il enasulte que les courbes desonance sugsieure du mode (0,2) (Fig. 2.15(b)) sont
décrites en diminuant ladéuence d’excitation.

Fréquence des oscillations eregime libre

Dans un oscillateur ligaire, la fEquence d’oscillatiofidu syseme enegime libre ne dpend pas
de 'amplitude des oscillations. Elle exgélea la fréquence propre du sgste (¢ = /k/m est la
pulsation propre d’'un syste massen{) / ressort (de raideut), par exemple). En revanche, lorsque
I'amplitude des vibrations devient importante, et que les nogaliiigs de I'oscillateur deviennent non
négligeables, la #quence des oscillations devieep#hdante de 'amplitude. On peut citer I'exemple
d'un pendule, pour lequel la dee”d’'un aller et retour (saegpiode d’oscillation) est d’autant plus
importante que I'amplitude des oscillations est importa@e { 8.1). Ainsi, une caraetistique du
comportement non-lgdire d’'un systie oscillant est la courbe donnant segfiénce d’'oscillation
en régime libre en fonction de I'amplitude de ses oscillations. Une telle courbe est souvereappel”
“backbone curvé [74], car elle corresporidau lieu, dans le plan amplitudeefjience, des maxima
(c’esta-dire le pointA pour la courbe (3) de la Fig. 2.15(a)) des courbesed@emance non-lggire,
lorsqu’on fait varier le forage. Une explication plus exhaustive estqan¢e au chapitre 53(5.2.2).
Cette propr et inttressante permet de tecai€ment des “backbone curves” erphentales &S
précises. Celles pour les trois premiers modes axigyiques sont @sentes Fig. 2.16. Chaque point
de mesure est obtenu, pour un fage done; en faisant varier laéduence d’excitation, et en relevant
le couple amplitude-&quence de coordoers du point d'amplitude maximum, soit le poitde la
courbe (3) de la Fig. 2.15(a).

SLes termes anglais asseei sonhardeninget softening ou hard springet soft spring[74].

50n a choisi de garder le terme anglais, ptugie sa traduction fraaése : courbe en colonne vebrale

"Cela est vrai pour des sgshes tes peu amortis, ce qui est le cas iai,la fréquence deasonance se confond avec la
frequence propre ergime liraire Cf. §5.2.2).
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FIG. 2.16 —"backbone curves” des trois premiers modes axisiyigues du gong. Les amplitudes de
forcage (en N) correspondaatchaque point de mesure songpies.

On peut alors donner un sens plus physigque au comportement raidissant (pour le mode (0,1)) et
assouplissant (pour les deux autres, (0,2) et (0,3)). Dans le cas du mode (0,1), par exemple, plus I'am-
plitude des oscillations est importante, plus keguence d’'oscillation est importante (ou en d’autres
termes plus la @fiode d'aller et retour est faible). De, fat analogue, plus la raideur d’'un ressort est
importante, plus celui-ci est dit “raide”, et plus sadtience propre est importantg & /k/m).

On reviendra au chapitres 5 et 8 sur sesadéfices de comportement, d’'un madkautre, qui sont,
on le verra, caraefistiques des structuresprofil court® (§ 5.2.2, 8.2.2 et 8.2.4).

On peut constater que pour les amplitudes dedfgeddentique, I'amplitude de vibration pour un
mode haute &quence est plus faible que pour un mode basspifice. Cela implique que le rapport
de la féquence d’oscillation sur ladguence prop[é/fo est plus faiblea’m&me niveau de foage,
pour les modes de hauteeffence (pour un foage de0.15 N, le mode (0,1) oscille avez mm,
f/for = 2.5%; pour le (0,3), I'oscillation est d&3 um, avecf/fos = 0.07%). Cela montre que
I'amplitude des @placements de la structure est un bon indicateur de I'importance des pan#is,”
caractristique des non-ligaries géongtriques, ce que I'on confirmeragbfiguement dans les cha-
pitres suivants. Enfin, les mesures pour les modes (0,2) et (0,8¥mstop@es aux valeurs de faage
0.51 N et0.15 N car au-ded, des couplages avec les modes de plus bassgseinces apparaissent,
ce qui esevVoqLe au paragraphe suivant.

On peut remarquer que la valeur desdguences propres du gong variestrfaiblement d’'une
expériencea I'autre (pour le mode (0,1); = 87.1 £ 0.6 Hz pour les analyses modalef; =
87.3 + 0.05 Hz lors des courbes desbnance efy; = 87.35 + 0.05 Hz pour lesbackbone curves
Ces variations proviennent probablement des conditions aux limitesimgritales, imp&es par les
cordages de Nylon, dont l'inclinaison n’a paté pci€ment reproduite d’'une egpéencea 'autre.

2.4.3 Route vers le chaos

Les mesures de la sectiorepédente supposent que sous une excitation sidakode fEquence
proche de I'une de sesefjuences propres, le gongpond en tout point de saegfrétrie avec un
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signalpériodique Lorsqu’on se place dans des conditiomns'amplitude du forage est plus grande
que celles consitées pecddemment, on obtient desgimes de vibrations plus complexes, qui font
intervenir d’autres modes de vibration que ceux directementesxd@n obtient desgimes de vi-
brations quali’s dequasi-geriodiques et, pour des amplitudes de fage importantes, desgimes
chaotiquesapparaissent.

Avec une excitation sinustale, deux paragtres de contie sont gglables : 'amplitude du for-
cage, et sa fquencef,... Dans les exgfiences suivantes, I'un de ces paedras est gamlconstant,
et 'autre modifé, faisant apparae des changements qualitatifs @girhe appedSbifurcations

Le gong est excd’au centre, et la vibration est recueillie par uned@oetre plag’a 80 mm
du centre, pour que les contributioesentuelles des modes asytmues, qui ont un noeud au
centre, soient mesees. Les pages suivantes montrent deuxedgpces, effecegs toutes les dewx °
frequence d’excitation constante (Exgnce 1 if.,. = 555.4 Hz, exggrience 2 ife;. = 554.7 Hz,
non loin de la fEquence propre du mode (0,3)) et amplitude croissante. Les Fig. 2.17 et&staarit
les spectrogrammes de laponse pour les deux expénces. Les figures suivantes (Fig. 2a19.22)
détaillent la Eponse du gong difféerentes dates, et donnenthaque fois Bvolution temporelle du
signal d’ace&lération, son spectre de Fourier, et la reconstruction bidimensionnelle du signal dans I'es-
pace des phases (c'esstdire un diagrammewnle signal est pogten abscisse, en fonction de cenré
signal retard’deT’ échantillons, en ordom®). Sans entrer dans destails qui &passent le cadre de
cet expos,; la repesentation dans ce pseudo espace des phases nous aaraiaogtiser visuelle-
ment et qualitativement la complegitiu Egime de vibration [117]. Unetlde de ces repsentations,
appliguesa des vibrations de cymbales et de gong ess@ntée dans le manuscrit deetbe de Cyril
Touze [122] et dans [123].

Pour des amplitudesds faibles, le &gime est lieaire et la €ponse est compes’d’'une seule
raie a la frequence d’excitation. L'amplitude augmentant, des harmoniquesdednces multiples
de la frequence d’excitation2(f,,., 3 fezc...) apparaissent. Cela correspond @bt des spectro-
grammes. Puis, dans les deux exiphces, une premiié bifurcation apparaavec la contribution de
deux partiels de &quencesf et f3) incommensurables avec laffience d’excitation, et telles que
f1+ fo = fexe. Le régime se complexifie par I'apparition de ragslés fEquences multiples dg
et fo (du typenfi + mfo, (n,m) € Z?). C'est alors qu'arrive une dewtiie bifurcation, qui rane
a un Egime chaotique, carami&® par un diagramme de phasedrouilE et spectre large bande.
Cela est le cas pcigment pour I'expfience 1 ver§0 s, ai le spectre est continu. Pour I'eqpénce
2, on a consta&t’apes la deuxéme bifurcation urelargissement des raies spectrales qui donne un
spectre chaotique moins dense que pour kgigrice 1. Des spectres similaires et& 6btenus lors
d’expériences analogues sur une cymbale [122], p. 19.

Les descriptions m&édentes sont rests volontairementas qualitatives. Uneeritable cara”
risation des egimes de vibration consisteraitfaire un calcul d’exposant de Lyapunaartir des
signaux de gong. Celaet& fait par Cyril Tou®’ lors de son travail de ése au laboratoire, sur un
signal du gong exaita 556 Hz. Il a trouvé une valeur positive pour le plus grand exposant de Lya-
punov, prouvant que le signal correspondetatit’chaotique [122], p. 70. Legslltats analyes ici
corroborent le senario de route vers le chaos pour les cymbales et les gongs coajdans [122],
ou il est montg, en appliquant uniguement des techniques de traitement de signal (analyses de Fourier
et calcul d'exposants de Lyapunov), que lersafio gnéralement obsee/suit lesetapes de la tran-
sition vers la turbulence propespar Ruelle et Takens [96]. PlugpiEment, le sehario de Ruelle-
Takens stipule qu’ajs un nombre fini de bifurcations de Hopf, les attracteurs quaxsdgiques sont
structurellement instables par rapport aux perturbations que I'on impose amsystu profit d’'un
mouvement chaotique sur un attractetrange. Ce que I'on observe sur les cymbales et les gongs
suit qualitativement lestapes de ce saoario. Tirant le sysime loin de [Equilibre par introduction
d’'un forcage, on observe tout d'abord un cycle limitdéa fréequence d’excitatiort,.. (Cf. Fig. 2.19
haut et 2.21 haut). Augmentant le fage, on observe I'apparition d’'une combinaison@soriances,
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f1+ fo = fexe, menant grériqguement’un Bgime quasi-efiodique. Puis, une troisime bifurcation
a lieu, et le mouvement devient chaotique, ce qui est catigEtdar un spectre continCf. . Fig. 2.20
bas et 2.22 bas) et un exposant de Lyapunof positif [123, 122].

2.4.4 Examen de quelques couplages

On se propose ici d’examiner plusgmi&ment les egimes quasgriodiques relegs$ plus hauta®
la lumiére des analyses modales du gong.e&da prenmgte bifurcation, il apparait symtmatiguement
une relation deesSonance d’ordre 2, du type :

ou les f; sonta prendre parmi leséqjuences deesonance du gong et laefflence d’excitatiorf,,.
(Cf.§5.1.1). Le Tab. 2.5a¢Capitule les combinaisons desgnance rencomes lors de nos egpiences
sur le gong. Les exgriences 1 et 2 de la sectionepédente sontetaillées sur les figures des pages
suivantes.

L'expérience 1 (... = 555.4) est remarquable, car elle met emidence au moins 4 combinai-
sons de @sonances. Lors diegime quasi-efiodique, la dynamique paragtre gouveraé par les
deux fEquences et f» correspondant aux modes (2,1) et (3,1), qui apparaissent en premier. En-
suite, les fequences multiples du typef; + m fo apparaissent, et un certain nombre d’entre elles
coincident avec d'autresdguences deesonance du gongecapitu€es dans le Tab. 2.5. En revanche,
I'expérience 2 est plus simple, et ne fait appteatju’une seule combinaison desonances.

Un cas in€ressant est pseng’ Fig. 2.27 et 2.28, wune Esonance sous-harmonique apgara”
Le paranetre de contle est ici la fEquence d’excitation, alors que c’est I'amplitude du &e qui
est garée constantea l'inverse des caevoqles pecddemment. Ici, une éjuencef appara, qui
coincide avec le mode (1,1), et telle que :

fea:c = 2f1- (28)

Ces exgriences montrent qu’'un mebe de comportement du gong esgime for@ quasi-gfio-
dique doit comporter plusieurs degrde libert; prenant en compte plusieurs modes de vibration.
En particulier, I'exggtrience 1 fait intervenir 4esonances internes, dont une (celle des modes (2,1) et
(3,1)) parait pepondrante. Il est logique de prendre en compte danseuamtuel modle les modes
(2,1) et (3,1) en plus du mode (0,3) directement exdin revanche, doit-on consigr les 6 autres
modes, correspondant aux @spnances internes suppléntaires ? Si tel est le cas, un raled 9
modes propres esteéssaireA ce stade de &fude, et sans calculs, il est difficile detelfminer
combien de modes doiveatré considfés dans un madé de comportement.

— 43—



CHAPITRE 2. ANALYSE DES VIBRATIONS D'UN GONG

5000

4000

3000

2000

Fréquence [Hz] - 6f=5.36 Hz

1000

0 10 20 30 40 50 60 70
Temps [s] —At=0.0929 s

FIG. 2.17 — KXPERIENCE 1 - Suite de deux bifurcations menant au chaos. Spectrogramme de
I'accéléeration du gong, pour le @me signal que Fig. 2.23. Excitation au ceréré.,. = 555.4 Hz
constante et amplitude croissan&8(10~3 N jusqua 32 s; augmentation dé.3 Na 2.6 N entre32
et45 s, datea partir de laguelle 'amplitude est gage constante, jusgut0 s ai elle est anni@e).
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FiG. 2.18 — EXPERIENCE 2 - Suite de deux bifurcations menant au chaos. Spectrogramme de
I'accélération du gong exdtau centra f.,. = 554.7 Hz constante et amplitude croissanel N
jusqua 10 s, puis0.27 N; 0.76 N de32 a 40 s, puisl.0 N jusqua 63 s etl.3 N ensuite).
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FIG. 2.19 —Evolution temporelle de I'a&tération, reconstruction bidimensionelle et spectre de Fou-
rier du signala plusieurs dates correspondaitia Fig. 2.17. Pararatres : dcalage del’ = 20

échantillons pour le diagramme de phase, spectre26dB échantillons A f = 5.38 Hz, ferétrage
de Hanning.
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FiG. 2.20 —Suite de la figure @edente.
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FiG. 2.21 —Evolution temporelle de I'a&tération, reconstruction bidimensionelle et spectre de Fou-
rier du signala plusieurs dates correspondaitia Fig. 2.18. Pararatres : ccalage del’ = 20

échantillons pour le diagramme de phase, FFT 3048 échantillons A f = 2.69 Hz, feigtrage de
Hanning.
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FiG. 2.22 —Suite de la figure @edente.
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Fig. Fréquence d’'excitation [Hz] Edquences en combinaisons efuences propres
de Bsonance mesees [Hz] correspondantes [Hz]
2.24 555.4 ~ fo3 234.2; 321.3 for =234.4; f31 = 321.3
147.4; 408.5 f11 =148.3; fy1 = 4084
133.6; 421.2 f11=134.2; f41 =421.8
- 234.4 ~ f21 - f01 = 87.1; f11 = 148.3
— 321.3 ~ f31 — f01 =87.1; f21 = 2344
- 552 ~ f03 - f02 =275.4
2.28 274.9 ~ foo 137.3 f11 =134.2

TAB. 2.5 —Récapitulatif des combinaisons despnances idené@s exprimentalement. Les deux
premeres lignes correspondent aux ekpnces 1 et 2 de la sectionguedente, et les spectres
correspondants sont repsengés Fig. 2.24 et 2.26. Les deux lignes suivantes fedtancesa des
experiences non m@senkes ici. Les deux demres lignes se rapporterdt des Esonances sous-
harmoniques, dont la prese est illustee Fig. 2.28.
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FIG. 2.23 —Apparitions de plusieurs combinaisons desanances, auéthut de I'exprience 1
Fig. 2.17. Spectrogramme de |'aderation du gong exdtau centré f.,. = 555.4 Hz constante et
amplitude croissante4f.10~3 N jusqu# 32 s, puis90.10—3 N).
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FIG. 2.24 —Spectre de Fouriea 4 dates de la Fig. 2.23 peedente. (a) : 0s, (b) : 7 s, (c) : 15 s et
(d) : 37 s. FFT sur 2048 points, fetrage deHanning.f, = 1378 Hz, Af = 0.67 Hz.
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FiG. 2.25 — Apparitions de plusieurs combinaisons desanances, auétbut de I'exprience 2
Fig. 2.18. Spectrogramme de I'é@leration du gong exd@tau centre f.,. = 554.7 Hz constante et
amplitude croissanted(09 N jusqua 10 s, puis0.18 N).
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FIG. 2.26 —Spectre de Fouried 2 dates de la Fig. 2.25 peedente. (a) : 5 s, (b) : 20 s. FFT sur 2048
points, fe@trage deHanning.f, = 1378 Hz, Af = 0.67 Hz.
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FIG. 2.27 —Apparition d’'une ésonance sous-harmonique. Spectrogramme deel&ation du gong
excié au centrea amplitudel N constante et éguence variableft,. = 275 Hz avant5 s, puis
274.9 Hz).
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FIG. 2.28 —Spectre de Fouried 2 dates de la Fig. 2.27 peedente. (a) : 5 s, (b) : 20 s. FFT sur 2048
points, fe@trage deHanning.f, = 1378 Hz, Af = 0.67 Hz
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2.5 Conclusion

Lesétudes expfimentales dcrites dans le psent chapitre ont pour but dedatirea la fois qua-
litativement §2.3) et quantitativement®.2 et 2.4) dif€rents pkhonenes caraetistiques du com-
portement du gong, en vue de se familiariser avec celui-ci, et d’'introduire lelisation qui veetre
présenge dans les chapitres suivants. Lesultats du Sent chapitre ont fait I'objet d’une publica-
tion assoatea une communication de coray[22].

L'examen dese&gimes quasigriodiques montre qu'un mete de comportement correct du gong
doit mettre en jeu plusieurs modes de vibrations, pour rendre comptecasges @&hergie entre
ceux-ci. En vue d'effectuer un maximum de calculs analytiques, la prentife aet d'étudier le
comportement de plagues minces circulaires hamneg, ce qui est psen¢” dans les chapitres &8 °
6. Les plaques offrent I'avantageatie modelisable par degduations plus simples que celles des
coques deavolution, tout en @Sentant des @morrenes non-lieaires analoguesceux @crits dans
ce chapitre. En particulier, le timbre d’'une plaque circulaire fesmpavec une mailloche en son centre
présente un enrichissement spectral anal@elui du gong. Seules les vibrations fees de plaques
serontetudiées ici, en vue de les comparer aux mesures du gonggéme fore.

En revanche, la simplification majeure asgaa un moele de plaques, est que celui-ci ne prend
pas en compte l'influence de l&gfiétrie courlge du gong. letude des effets de la courbure d'une
structure serongtudiés aux chapitres 7 et 8, au moyen de petits trellisdege’ de liberg soumisa’
de grands dplacements. On verra en particulier que les combinaisonssd@ance repsentes par
leséquations (2.7) et (2.8) sont d’ordre 2 [66, 65], typiques des strucaurearbure non-nulle.
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PARTIE I I

Plaques circulaires

Faire de I'acoustique sans oreille c’est prier un aveugle de dresser le
plan d’'une ville : il y parviendra en quelquegsliesa supposer qu’il
y parvienne.

H. Bouasse,
[17], p. 4






CHAPITRE

Vers lesequations de Von-&rman

Ce chapitre propose uetdblissement desquations de vibrations de plaques en grarsgidad’
cements et rotations medfes. Ces€quations sont & classiques et oeté frequemment utilisés
dans la lit€rature. En revanche, leuethonstation n'a fait I'objet que d’'une publication originale, par
G. Herrmann [47]. Il nous a senwlmportant de legtablir une nouvelle fois dans cetéude pour
plusieurs raisons.

— Tout d’abord, nefnes si les hypottses Bcessairea 'etablissement desjuations sont piCi€es

dans le travail d’'Herrmann, le domaine de vakdité |a tieorie n’appard’pas clairement.

— D’autre part, la justification de la relation (3.65) (entre I'effort trancl@rﬁt le moment
flechissant gféralig M), ainsi que l'introduction de la fonction de force ass®a’la condi-
tion de compatibili€, dans la formulation mixteCf. § 3.3.4), ne nous parraissait pas clair dans
les travaux argfieurs.

— De plus, certaines hypathésemises par Herrmann, devenues classiques depuis, sont en fait
une consgquence des autres. Il nous a paru important de souligner en particulier que les hy-
pothéses qui consistemtriégliger I'inertie longitudinale et I'inertie de rotation sont en fait une
congquence de la misel'echelle du dplacement transverse.

— Ensuite, les conditions aux limites ne sont pas clairement exgadgitlans le travail d’Herr-
mann. Cela nous a pouesa utiliser une formulation faible du pradatie, avec la mthode des
travaux virtuels, qui permet tout naturellemeretdblir les conditions aux limites.

— Enfin, on a troue’inttressant de formuler lee@éloppements matmatiques avec des gran-
deurs intringques. Cela permeteténdre le travail d’'Herrmana une gongtrie quelconque
du bord de la plaque, et d’'unifier ainsi dessultats disparates de la dittiturg en terme de
conditions aux limites et de formulation du prebie. On obtient de plus deguations plus
compactes, ce qui rend les analyses dimensionnelles pkssaiEnfin, cette formulation est
particulierement adapg pour @écrire dans le casegéral des structures geonetrie plus com-
pliqguée comme des coques, travail qui powgha ‘envisagdans le futur.

Les ddveloppements matmiatiques sont conduits partir desequations de la Btanique des
milieux continus en grandes transformations. Lesedéfites hypo#ses classiques soemises au

!Les termes “grandseglacements” et “moyennes rotationgsitjnent ici simplement desglacements et rotations
plus importants que ceux et celles qui limitent ladhié lindaire ; on y reviendra au paragraphe 3.4.1.

2La démonstration degduations dynamiques de Vorekran n’a €& publiée que par Herrmann, en coordees’
carésiennes, pour des plaques rectangulaires. Seule la formulatiosptaceiment y est expes. Pour les plaques cir-
culaires, c’est une publication d’Efstathiades [35] qui faferénce, mais éfablissement desjuations, et en particulier de
la condition de compatibilé, n'est pas @cis.
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fur et & mesure, ce qui permet de particulariser petjietit le moele, d’'un milieu continu tridi-
mensionnel quelcongue vers une plague mince. Les simplifications ne provenant pas directement des
hypotheses sont justifiés par des analyses dimensionnellesatpsafions, ce qui est original. Les
formulations traditionnelles (formulation en effort, formulation epldicement, et formulation mixte

avec la fonction de force) du pradrhe sont clairemergtablies. La dmarche détablissement des
équations prop@&s ici, est compa&ga une neéthode asymptotique en fin de chapitre.

3.1 Introduction

La premére ttéorie non-lifaire de plagues minces# ‘propose par T. Von-Krman en 1910
[129]. Elle consistea prendre en compte, dans leguations classiques &aires des plaques, les
termes @crivant I'élongation non-lieaire du plan moyen de la plaque lorsque celle-ci est soumise
a des grandsefilacements transverses et des rotations moyer@esnoale, qui ne dcrit que les
déformations de flexion statique, est basir les hypotbses ciematiques de Kirchhoff-Love (Hyp.

3.2, p. 61). En 1944, Reissner [87] introduit les effets du cisaillement darejlesions statiques
lineaires des plagues, analogues des apports de Timoshdakibgorie des poutres [118], et c’est
en 1957 que ces effets sont inclus par leme” auteur dans ladbfie non-li€aire statique [88].
En 1951, ce sont lesquations dynamiques Baires qui sont gréralises par Mindlin [72], qui y
inclut les effets du cisaillement et de l'inertie de rotation. Ces ehex] connus aujourd’hui sous le
nom de leurs auteurs : Reissner-Mindlin, permettent @gricE des plaques pliepaisses (d'o la
dénomination de plaguespaisse” au lieu de plaque “mince”), et donnent de lesuitats pour des
comportements dynamiques dedtiences plusléwges.

Paralelementa cela, en 1955, Herrmann [47] propose uneotiié non-ligaire de vibrations
de plaguesequivalent dynamique desqlations de Von-Krman. Berger pgsente la rafne aneée
une tréorie simplifée, en egligeant le second invariaft = %(tr(gz) — (tr€)?) du tenseur des
déformations de membrane [10]. Leguations obtenues sont beaucoup plus simples, et c’est pour
cette raison que cetteatiiode aeté largement utilieé depuis. Manmoins, des restrictions oeté”
mises erevidence, en particulier car cetteethode ne donne de boestltats que si lesspplacements
du plan moyen de la plaque sont impssiuls (par exemple avec des conditions aux limites ermeastr”
ou simplement suppa€s) ; elle ne semble ainsi pag€ appropge a des conditions aux limites
libres. On peut consulter sur ce sujet [79, 128], et [74, 24] qui renvaigigtnombreuses#érences.

Ces deux moeles tleoriques de plagues en granagpliicements paraissegtté les deux principaux

a avoirété utilisés; ils onteté applig€sa une multitude de cas gxis, qui sont inventogis dans les
remarquables articles de Leissa [59, 60, 61] et Sathyamoorthy [100, 101, 102]. Chia aeamsacr’
ouvrage aux plagues en grandptiicements,wune grande vaeié de probémes est tradé [24].

Dans le cadre de la esentestude, la question s’est pasde savoir quel made de plague adop-
ter, entre celui de Von-&iman et celui de Berger. Il est clair que le second est beaucoup plus simple
d'utilisation. En revanche, le premier offre I'avantagetd& bas’sur moins de simplifications, et donc
d’avoir une poree plus ghérale, qui @passe le cadre des plaques, puisqu'’il pdesegquivalents,
largement appliges aussi, dans le domaine des poutres, des arches et des coques. C'est pour cette
raison, assoeg aux restrictions d’emploi plddemmentevoqi€es sur la rathode de Berger, que la
théorie dynamique de Von-#¢iman aété choisie ici. Sathyamoorthy seggrali€ les€quations dy-
namiques de Von-&man aux plaguespaisses, et montre [99] que les effets de l'inertie de rotation
sont régligeables devant ceux du cisaillement, qui le deviennent aussi lorsque la plaque est suffisa-
ment fine, pour des éjuences de vibration pas trefevées. Ces effets seront icegligés, vue la
géonetrie particulere des gongs et des cymbales, qui pdest un rapporepaisseur sur diaetre
(h/L, Cf.hyp. 3.2) tes faible (de I'ordre d8.10~2 pour le gong, par exemple).

3Cf.note 1, p. 57



3.1. INTRODUCTION

FiG. 3.1 —Modkélisation gonetrique de la plaque et efforts éxieurs impoés.ﬁe (force surfacique)
et f. (force volumique) sont impésa la structure, respectivement s@f) = St US~ U X et dans
Q.

Une plaque est intuitivement un solide plat domipldisseur est faible devant les autres dimen-
sions. C’est cette caramistique particukre qui esti’la base des simplifications deguations de la
mécanique des milieux continus tridimensionnels qui conduisent aurle®dlassiques des milieux
minces, comme celui des plaques. Avant tougcsons le moele ggongtrique assoeia une plaque.

Soit& I'espace euclidien de dimension 3, qui sera dans la suite ideaiii; SoitO un point de
£ etR = (0, 51,23, Z) un regere orthonorma’de. SoitS un ouvert bore’connexe dé&, contenu
dans le planO, 21, #3), de point courantd, de frontere 9S de forme quelconqueggduliere par
morceaux (pour prendre en compte desmétries polygonales). Solt un réel positif non nul. On
définit alors les ensembles :

h h
Q=5 x [—5,5], (3.1a)
B h h £ ﬁ
h h
S ) 619

La frontiéred$2 du domaing&? est alors laeunion de la surface latale’: et des faces s@gieures et
inferieures de la plaqugt etS—.

La plaque mince est suppssoccuper le domain@ dans sa configuration noretbrmée. Son
épaisseur est, S est sa surface moyenne,est apped’le bord. Tout segmenD, normala la surface
moyenne, dont les exmités appartiennent aux surfacgs et S— est apped’segment normalLa
plaque est soumise sur sa framé aux efforts surfaciques (expesienN.ni 2) (ﬁe) : 00 — R3
et en tout point de l'irefieur de la structure aux efforts volumiques (ex@smenN.m3) (f.) :

0 — IR (Cf. Fig. 3.1). Ces efforts, impes sur la configuration dee#érence, sont issus d’un
transportparalléle des efforts imposs sur la configuration courante. & est un€lément de surface
infinitesimal deS, on appelera dans la suitechetteout élément de volumelémentairelV = hdS
de la plaque.
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HYPOTHESE 3.1
On suppose que la plaque est mince, ceesdire que le rapport de&paisseur sur une longueur

caraceristique de la surface moyeniieest un petit paragire :

h<<1
€= —
L

3.2 Etablissement desquations non-linaires de plaque

Ce paragraphe propose urenadnstration de I'analogue dynamique dgsations de Von-&rman.
Les calculs seront mes’le plus possible avec des notations ingees, qui ont I'avantage de ne pas
particulariser la gobngtrie de la plaque. Lorsque cela seec@ssaire, pour plus de clartine pro-
jection sur la base casienng#i, 13, 7)) sera utili€e. Lesequations du proklhe de plaque seront
projees dans une base cylindrique au chapitre 4, ptrardppliqgeesa une gongtrie circulaire.

Les cdBveloppements de ce paragraphe sont relativement classiques,eté pablés plusieurs
fois, notamment en premier lieu par Herrmann [47]. On a toutefaistd de les faire figurer enediail
ici, en particulier pour pouvoir clarifier toutes les hypeses sur lesquelles lacirie est bas2, et
ensuite les discuter, ce qui sera teadti paragraphe 3.4. Elles seront introduites au fameésure du
développement. La athode utilige ici est IePrincipe des Travaux Virtuel®Tv), qui permet natu-
rellement et sysimatiquement @&tablir les€quations ctquilibreet toutedes conditions aux limites
par le mréme calcul. Herrmann utilise le principe de Hamilton, qui condules calculs analogues.

La théorie est dduite desquations de la Btanique des milieux continus en grande transfor-
mation, en description lagrangienne. Tout d’abord, la transformation ieepas milieu continu sera
explicitée § 3.2.2). Les tenseurs desfdirmations et des contraintes seront caswét une prerere
analyse dimensionnelle permettra dmghiger certains terme§ 8.2.3,5 3.2.4). Les efforts grérali€s
(forces de membrane et moments de flexion) seront introdu&2(5) et leequations déquilibre de
la plaque seront obtenuagpartir dupTv (§ 3.2.6). Une deuxme analyse dimensionnelle sera alors
nécessaire pouragliger les termesdiS aux inerties de rotation et longitudina$e3(2.7). Enfin, les
efforts tranchants seront calegld partir des conditions aux limite§ 8.2.8).

3.2.1 Notations

Dans ce qui suit, les indice greaset 3 seront suppass varier danl, 2}, pour repesenter les in-
dices dans le plan de la plaque, et les indices latins ¢lar®s z }, pour des indices dans I'espace. Les
notations suivantes seront utéiss :Grad , Div et A désigneront le gradient, la divergence et le lapla-
cientridimensionnelsetgrad, div et A, le gradient, la divergence et le Iaplacileinlimensionne‘}s
Ces otateurs sont touagrangiens c’est-a-dire que les @fivations spatiales qu’ils sous-entendent
se font par rapport aux variables de la configuration-&fornee Les drivations partielles de la
fonctionw par rappor&’la variable d’espace, et par rapport au temps seront @es respectivement
w o, etw. Un récapitulatif des notations utibg's dans le psent chapitre est @sen¢”en page 85.

3.2.2 Latransformation

Sous I'action des efforts eattieurs, le milieu continu seefidorme, de sorte que tout poiff de la
plaque est soumis ategdlacement/ : 2 — R? et est anire’de la transformation suivante :

4L’opér.’:\teurDi*v, par exemple, s'appliqua fout champ de tenseu(®) : @ — R, etDTvg = T;;,;&; est dfini
dansR?, alors queliv s'appliquea tout champ de tenseufE) : S —s R*, etdiv T = Tag 57, est &fini dansk®.



3.2. ETABLISSEMENT DESEQUATIONS NON-LINEAIRES DE PLAQUE

¥y

. ow
Cisaillement : — — 1
02

7

y

w2 Buchette

wy

w2 Buchette

FiG. 3.2 —Déformation de la plague. (a) - Avec cisaillement (Hyp. de Reissner-Mindlin) ; (b) - ci-
saillement &gliggé (Hyp. de Kirchhoff-Love).

HYPOTHESE 3.2
On suppose, selon les hypesles de Kirchhoff-Love, que tout segment norind surface
moyenne avantédormation reste droit, et normal la deformée de la surface moyenne apr

déformatioR, sans variation de longueur, ce qui signifie que :
— tout segment normal est arérd’'un mouvement de solide rigfge
— le cisaillement estéyligé, et la rotation de tout segment droit esté&ela la defornmée de la

surface moyenne (Cf. Fig. 3.2).

Le déplacement de solide seabmpose en urapﬂacemertﬁ(G) du centreG du segment, assaeé
une rotation d'opfateur antisymtrique®, qui ne €pendent que des coord@es de&. On suppose

alors que :

50n peut repesenter le mouvement des segments droits par celui des poils d’un paillasson quechin fl$ restent

perpendiculairea I'armature du paillasson, qui par analogie correspotadsurface moyenne de la plaque.
5Si on utilisait les hypoteses de Reissner-Mindlin on serait amani'utiliser que le premier point des hypeties de

Kirchhoff-Love, a savoir que tout segment normal est amidiin mouvement de solide rigide. Aucune contrainte sur la
rotation de ce segment ne serait introduite. @glige d’autre-part la variation éfaisseur de la plaque dad’éffet de

Poisson.
— 61—
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HYPOTHESE 3.3
la rotation de tout segment de la plague est suffisament petite pour que le sinus et le cosinus des

angles de rotation soient Baris au premier ordre, de sorte que :

Sin g ~ Yq, C€OSpq =~ 1.

D = JgA, avec ¢ = o171 + pais.

ol le vecteur rotation est(g) : S — R et le produit vectoriel est n@tpar A.

On décompose les vecteurs position epticement de tout poid de la plaque par leurs compo-
santes plane et transverse, de sorte que :

0G = &, (3.2a)

OM = OG + GM = & + 27 = 13 + 1972 + 27, (3.2b)
U(G) = i+ wZ = w1 @) + up®s + w2, (3.2¢)
U(M)=U(G)+8.GM =TU(G) +FAGM, (3.2d)

ouZ € S,z € R« etw sont des fonctions d& uniquement, de sorte que(@) : S — S et
(w):S — R
Négliger le cisaillement permet d’'introduire une relation entre les angles de rotation etilésd”
spatiales du eplacement transverse, ce qui est illasur la figure 3.2. Celaetrit :
ow ow

F=GradwAZ, SOit o =—1, @pg=—". (3.3)
a’L‘z (9:51

Le déplacement de tout poidt de la structure est alors :

—

U =U(M) = i(Z) + w(Z)Z — z.Grad w() (3.4)
= (uq — 2.W ) Lo + wZ

i — z.grad w

............ (3.5)

ou on a €pak les parties plane et transversd/dédotons quei etw ne dgpendent que dg, ce que
nous ne peciserons plus(:, -, Z) désigne toute base orthonaemayant’ comme troistme vecteur.
Le gradient dé/ s’écrit alors :

Grad (U) = Grad @ — z.Grad Gradw — Z® Gradw + Gradw ® Z, (3.6)

ou ® désigne le produit tensoriel. Par projection dé#is s, 7), on obtient :

. Ul — w112 U2 —W122 —W,1
Grad(U) : | vi —wa21z vo —waz —wy (3.7)
’U),l w,z 0

(fl 73_/:272)
Ou encore .

grad @ — z.grad grad w i — grad w

Grad (U) : (3.8)

('7'72)
ou la notation pecddente rend compte des parties plane et antiplane (transverse) du tenseur.
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Une congquence primordiale des hypeties de Kirchhoff-Love est que legfdfmations de
la surface moyenne imposent automatiquement celles du reste de la structure. Autrement dit, pour
connafre le ddplacement de tout point de la structure, il suffit de caomea’elui du pointG assocg,
et donc les grandeurd Z) etw(Z). Ce sont les nouvelles inconnues du peshE de recanique des
milieux continus, qui est maintenant bidimensionnel, et qui a rereglprob&me initial tridimen-
sionnel.

On introduit maintenant des grandeurs sans dimensitnites ici surmorgés de barres, qui nous
serviront dans la suite justifier certaines approximations :
_ z 0 I 0 0 b 0
= — w = — —_— _— = e - = —_
Uy, Wy h’ 0z, 0z, 0z 0z’
ou u,, etw,, désignent les @placements longitudinal et transverse maxima, de sorte que les grandeurs
sans dimension valent 1 lorsque la grandeur dimengi@onfrespondante atteint sa valeur maximum.

i v (3.9)

I

) =

IS

&

HYPOTHESE 3.4
On suppose que leeglacement transverse est de I'ordre de grandeurggmisseur de la plaque :

w~h — wp=~h

HYPOTHESE 3.5
On suppose que leeglacement longitudinal est d’un ordre@nieur au ééplacement transverse,

de sorte que :

|G| xew = Uy =cwpym = —wp

L

Dans toute la suite on negwmisera plus la barre sepéure dans les notations des grandeurs sans
dimension, lorsqu’il n'y aura pas d’ambigé. Le gradient du eéplacement &Crit alors :

g2 (grad u — z.grad grad w) :—¢ grad w
Grad (T): | ... D ST (3.10)

3.2.3 Les cébformations

On caractfise les dformations du milieu continu pde) : & — ¥, le tenseur lagrangien des
déformations de Green-Lagrange, queait [97] :

e= % (Grad (U) + Grad '(U) + Grad *(U).Grad (U')) (3.11)

En remarquant que le produit ligne colonne de deux tenseurs s’applique derastaeante entre les
parties plane et antiplane :

i a b L by ab+a @by i aby +b.a
| o : (3.12)
. - . ~ S\t Lo
as :a, b i b, (l:? 2+azbz> D dz.b +azb,
On obtient :
ey
e=|.. . , (3.13)
00
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ol (¢) : S — R* est le tenseur des contraintes planet: S — R désigne les termes de
cisaillement, qui €crivent :

1 1 - - -
e= g2 [5 (grad i + grad® ﬁ) + ggrad’w ® grad w — z.grad grad w] (3.14a)

1 - -
+ 545 (gradt ii — z.grad® grad w) . (gradﬂ' — z.grad grad w) )

o 1 . . .
v = 535 (—gradt i.grad w + grad® grad w.grad w) . (3.14b)

Dans le cadre de I'hypo#ise des petites perturbatioms*f) qui conduita la théorie des plaques
linearige classique, la partie non-iaire dez, quadratique en fonction dieglacement, estagligée
devant la partie lipaire, ce qui conduirad obtenir des termes de cisaillemémtuls. D’autre part,
on peut remarquer que les termes nordimés pesent dans lesefiormations planes sont déme
ordre de grandeur que les termeshires, lorsque est de I'ordre de Bpaisseuh. On reviendra sur
ce point au paragraphe 3.4.2.

HYPOTHESE 3.6
On ckcide de neé&gliger que les termes d’ordeé devant ceux d’ordre?, soit :

et <« €3
L'expression des termes de cisaillement de change pas, et cellefdesidfions planes devient :

1}

1 1 - . .
=¢? [5 (gradﬁ + grad’ ﬂ') + §gradw ® gradw — z.grad grad w| + 2(84), (3.15)

soit, dans la basgr; , 75) :

1, 1 1
ug gy — 2w (ure ugn) +wawe — 2w
é:¢e? +0(e%), (3.16)
€ L, 54
Ug2 + Wy — 2W 22
2 2 (&1,E5)

qui est synetrique. On @signera dans la suite pax(s"), O(c") etO(e") des fonctions respective-
ment scalaire, vectorielle et tensorielle tendant vessla méme vitesse qué lorsquee tend vers

0.
L'expression (3.15) mc¢edente deseflbrmations est celle qui est postelpar la plupart des au-

teurs [47, 24].
On peut en outre constater que comme dans darib’linéaire, les dformations planes sont

lineaires par rappo# [a coordonaé dépaisseur, de sorte que :
&(%,z) = & (%) + z.&'(Z), (3.17)

ou les expressions c§ etg1 en fonction dew et sontévidentes avecéquation 3.15.

3.2.4 Les contraintes
On utilise en grande transformation le 2e tenseur lagrangien des contraintes de Piola-Kirchhoff
(m) : Q@ — R? [97], appe€ aussi tenseur des contraintes de Kirchhoff-Trefftz [41]. La relation :

=F'=F" (3.18)

=RlIE!
2 IIa

— 64—
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le relie au tenseur des contrainte de Cau¢hy : @ — R°, qui repgsente directement les
contraintes dans la configuratioefdfmée. On a na& ) le domaine occuppar la plaque dans sa
configuration @forméea la datet, p et g les masses volumiques respectivement des configurations
initiales et d&formées, etr’ le gradient de la transformation :

F =Grad¢ = 1+ GradU (3.19)

ou 5: Q —» (), est 'opération qui transforme un poidt deQ en M; de(Y;, avecOM; = $(O_M).
« est une mesure des contraintes dans la configuragifumméetransporées convectivemeners
la configuration initiale [97].

Relation de comportement

La plaque est suppes’homoghe et isotrope, si bien que les grandeurs carasetht le magfiau
ne dBpendent pas du point consid dan<).

HYPOTHESE 3.7
On suppose que les contraintes restent suffisamment faibles durant les transformations du milieu

continu pour que le matiau (du bronze) reste dans le domailastique, caraérise par la
relation de comportement kaire :

14+v v

E E
ou E et v désignent respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson duiawat”
D’autre part,

= T —

HYPOTHESE 3.8
On réglige la composante,, du tenseur des contraintes devant les autres composantes :

Tzz K Moy  Tzz K Moz

On cEfinie alors le tenseur des contraintes plags: S — R et les termes de cisaillement
(7) : S — R?, de sorte que :

T
r=|.. .. : (3.21)
70

('7'72‘)
En remarquant quer T = tr &1, on peut reecrire la loi de comportement en fonction des contraintes
plane et antiplane, de la fao suivante :

- E . v -

g—l_{_V(g—i-l_ytrgi), (3.22a)
. E .

T = v 3.22b
T=177 ( )

oul est le tenseur idendétbidimensionnel. Cesquationsetant lirgaires, [Evolution des contraintes
planes le long de épaisseur de la plaque est lamé que celle desfibrmations planes (Eqg. (3.17)) :

(%, z) = & (%) + 2.5 (Z), (3.23)

Des relations de comportements identiqag8.22a) existent alors entféete”, n € {0, 1} :

E -
7= (é” +1 - trgg) : (3.24)

14+v \= —v
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On d&finit les grandeurs sans dimensions suivantes, en s’assurant que les grandeurs diggisionn”
correspondantes apparaissent awxmas ordres de grandeurs que lefodhations dans lesguations
3.22:

TapB _ Taz

az — "3 3.25
2r " e3E ( )

ﬁa,@’ =

Comparaison avec la tleorie statique lintarisee

Lorsque lesHPP sont \érifiees, les configurations initiales eefdfimées sont confondues, gt
s'identifieag, qui est solution desduations ctquilibre suivantes :

Divg + f. =0, (3.26)

qui s’écrivent aussi :
0aB,B T Oazz+ fea=0 (327)
0881 Ozz2+ fez=0 (328)

Dans le cas d’'une plaquegtallique dgpaisseut cm et de diametré m (¢ = 1072), la composante
verticale des efforts volumiques est de I'ordrelde® £ /h = * E/h. En supposant ici que les efforts
volumigues ne sont dus cuila pesanteur, lesguations dquilibre pecédentes gcrivent, du fait des
opérations de dfivation :

525aﬂ,[3 +€e0qz,y = 0 (329)
6362575 + 626ZZ,Z + 54fez =0 (3.30)
de sorte que si les contraintes apparaissent agmes ordres de grandeur dans éegmiations ci-

dessus, on &,, = O(e?) etg,, = O(e*) lorsquea,s = O(£?). On retrouve I'hypothse 3.8 et les
ordres de grandeurs des contraintes de cisaillement egglscfieaceddemment (Eq. 3.25).

Tenseur des contraintes de Boussinesq

Le tenseur des contraintes de Boussingsp: Q2 — ¥, aussi app@tenseur de Piola-Lagrange
ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff egtfuhi par :

B=Fr=(1+Gradll)m (3.31)

qui n'est pas symirique. Son expression intervient dansdgsiations dtquilibre en grande transfor-
mation, et dans leTv que nous utiliserons au paragraphe 3.2.6.

14 €2 (gradﬁ — z.grad grad w) D —¢ grztdw 2% ' e3F
Bl g : (3.32)
egrad w : 1 710 ()
si bien que, en ne gardant que les termes d'oegja ou inErieura &, on obtient :
62i P 37
Bi| oo e +0(e"), (3.33)

('7'72)
On décide d’autre part de revenir aux grandeurs dimenseanjusqu’au paragraphe 3.2.7.
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(a) - Forces de membrane N (b) - Effort tranchant Q et moments flechissants M

FiG. 3.3 —Efforts ¢eréralisés appligés sur urelement de plaque

3.2.5 Forces de membrane et moments de flexion

On dé&finit maintenant partir des contraintes des grandeurs plus commadsdsiser, appedes
parfois efforts grérali®s : le tenseur de@rces de membrangy) : S — R et le tenseur des
moments de flexio/) : S — R*, tous les deux syetfiques, qui sontefinis par

h/2 h/2
:/ dz, M:/ zidz. (3.34)

—h/2 —  Jonp T

=

[1=3:

Des relations, que I'on peut qualifier de loi de comportement, existe alors entre, d’'une part les efforts
géréralis N et M, et d'autre part lesePlacements de la plaque. Endgtant sur Epaisseur la loi

de comportement (3.22a), et en constatant queekjrile sur Epaisseur des puissances impaire de

est nulle, on obtient :

FE -
N =hi= & (éo + l) (3.35a)
— - 1+v 1—v ==
W B v )
M = —_~1 - @@ ~1 ~1 1 .
=" 128 12(1 +v) <§ + 1_,,tr§ :> (3.35b)

Ces derrgtes relations permettent au passage deipet la @pendance ligaire des contraintes planes
en fonction dez, a partir desguations (3.15) et (3.23) :

(7,2) = %g(j’) t 2

[15:

T3 M(T). (3.36)

En observant que :

1 -
trée = (div U+ ggrad 2w — 2A2w> ,

la relation (3.15) entré et les &placementseglsu etw, permet d’obtenir :

N = % [(1 —v) (gradﬁ—i— grad ' + grad w ® grad w) +v (2 div @ 4 grad 2w> i} .| (3.37a)

M=-D [(1 —v)grad gr;tdw + I/Asz.g , (3.37b)
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soit, dans la basgr; , 75) :

1, 1, 1
ur + Ew’l +vluze+ §w,2 5(1 +v) (u1,2 +ug1 + ’w,1’w,2)
Q K
L, 1,
ug 2 + SWo +rviu+ SW
2 2 (#1,>)
w11 + w2 (1 —v)w2
%: —-D
w22 + VW 11 (&1,83)
ou on a not’
hE h3E
K=— D=—r—— 3.38
1—v? 12(1 — v?)’ (3-38)

respectivement leaideur en traction(N.nt1) et laraideur en flexior(N.m) de la plaque.

Si on consi@re une sous-structufé de surface moyenn&, de normale exfieurer et d’abs-
cisse curvilignes sur le borddS', N et M7 correspondent aux efforts par unide longueur exees’
par le reste de la structure sfif, a travers la surface de hauteluret de largeurelémentaireds
(Fig. 3.3). Ny s’exprime en N.r, M,z en N. Comme ils sont issus du tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff, il est ®cessaire de leur appliquer un transport convecti ders<}, pour obtenir
les efforts in€rieursa la structure dformée [29, 97]. On reverra ce point au paragraphe 3.2.8.

3.2.6 Application du principe des travaux virtuels

Considrons le milieu continu, qui occupe de domaifledans sa configuration deférence
et ), & la datet. Soit une transformation infig€imale, repeéente par le champ de vecteurs
(6?]) : 0 — R3, qui transforme le milieu continu d@ en une configuration voisine. Ce champ est
appeé€ deplacement infinitsimal virtue] car la transformation asse@ ‘est arbitraire et imaginaire, et
ne s'identifie pas obligatoirement avec la transformatirile” subie par le milieu continu. Selon les
auteurs, le principe que nous utilisons ici prendetiéfites formes, rigoureusemenuivalentes. Soit
il estécrit en terme de vitesses virtuelles, et dans ce cas c’est le Principe de Puissances Virtuelles, soit
il est écrit en terme deeaplacements, et on obtient [42, 29, 97, 48] :

PRINCIPE DESTRAVAUX VIRTUELS

1. Pour toute parties; du milieu continut,, le travail des efforts ifrieurs pendant toutépla-
cement virtuel infingsimal rigidifiantw; est nul :

Vt, Vw, CQy Y(Uo,000) / 0U = 6Uq + 80 ANOM , W) (6U) =0  (3.39a)
2. Dans tout eferentiel galieen, pour toute partiey, la somme du travail des efforts esieurs et
du travail des efforts igtrieurs esegalea tout instant au travail des quaré# d’acé&lération,

pendant tout dplacement virtuel infirésimal :

Vt, Vwy CQ YSU W) (0U) + 0Wi) (6U) = 6W(a (0T (3.39b)

76U est bien @fini sur la configuration deeférenceQ. En effet, si{') : @ — R® et (U’) : @ — R® sont deux
champs de éplacement qui permettent de transforifieen deux configurations voisin€s et2;, alorséU = U — U.
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En repegsentation lagrangienne, le calcul desatdfiits travaux est mensur la configuration de
référence, dont une partie quelquonque estnagttelle quew = ¢(w). Leurs expressions sont

[29, 97, 48] :
SW ///w@dw = // B': Grad §U dw (3.40a)
1 (60) / / FobUdw + / / F,.0U dS (3.40b)

1 (8T) / / / U & 40 (3.40c)

ou “:” designe le produit doublement contrécPour appliquer l@Tv au milieu continu que consti-
tue la plaque, on choisit lesghlacement virtuel :

V(6u,dw), U = bu + dw Z — z.Grad dw, (3.41)

compatible avec la transformation imgesau milieu (3.4). Le calcul des diffents travaux virtuels

est ensuite max ‘en fonction deV et M et des éplacementse@lsi et«w. Dans un souci de concision,
les dSveloppements magmatiques sont pciss en annexé, C. Ils consistena utiliser les relations

(3.40a-3.40c)a les inEgrer sur [Epaisseur de la plaque,&effectuer quelques iegrations par partie
pour faire appan#fe les &placements virtueds, etdw en facteur.

Travail virtuel des efforts intérieurs

W) = / / {div N.6u + [div div M + div (N gradw) | s} dS
()
— 7{ {(géﬂ) 0+ [(ﬁgr?aﬁdw) n+d1an+ % (ﬂtgf)] 6w} ds (3.42)

(85)

+ ]{ (ﬁt%-ﬁﬁ(gn) ds+ S [ M) 6w

(8S) pt. singH (s)

ou le dernier terme corresporadla variation de la quanétéentre crocheta la traversé d’un point
singulier dedS, 7 ett sont respectivement les vecteurs normagggtir et tangent au boi@sS et s
est I'abscisse curviligne.

Travail virtuel des efforts extérieurs

Du fait des in€grations sur Bpaisseur, et powetfe homoghne avec le carageté bidimensionnel
du probEme de plaque mince, orefithiit de nouveaux efforts extieurs, dont certains sont impass”
surS, et d’autres sur le bordS (fig. 3.4).

8La convention utilise ici pour le produit doublement contraast, pour tout tenseuS et T, T : T' = Ty, T =
tr(g.T ). Elle nest pas gférale dans le liifature, et est utile dans [97]. Dans [48], notament, 'ordre de contractlon sur
les indices est invees si bien quel’ : T = T;;T;; = tr(T".1").
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§“

FIG. 3.4 — Efforts exérieurs impoés a la plaque de surface neutr§. Les fkches “grasses”
représentent des moments ; les “fines” des forces.

— Sur la surface neuti®, le milieu exgrieur impose
— les forces surfaciques (N

h/2 .
te.Z + e = / fodz+Ff + Fr, (3.43a)
—h/2

— les moments surfaciques (N.m3n

h/2 . h /= N
e = / 2fodz+g (Fr—F), et wiez=0; (3.43b)
—h/2

— Sur le bord)S, le milieu exgrieur impose
— les forces lieiques (N.rt)

2
T Z + N / Fe PGE (343C)
h/2

— les moments lieiques (N.m.nt)

h/2 _’ .
M, = / s dz, et M,.Z=0. (3.43d)
h/2

Ces efforts sont, commﬁe et f;, obtenusa’ partir des efforts imp@s sur la structureedérmée,
apes un transponparallele de S; versS. Comme il N’y a pas de variation efjaisseur de la plaque,
ce sontrigoureusement les @mes efforfs(en direction et intens#) qui sont imposs sur¢), et €.
Mathématiquement, si on appellg(7;)Z la force surfacique transverse impessurs;, alors :

tee().7 = te [ $(@)] 2 = to(@)2. (3.44)

® Un transport paradiie ne changent pas l'intersitle I'effort si celui-ci est rappceta la surface (si c’est un effort
surfacique) ou au volume (si c’est un effort volumique), ce qui est le casioer f. [97]. Cela aurait plefre different
pour les effortg., 7., etc... qui sont issus d’iagrations sur Epaisseur de la plague.
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Ce qui peutetre droutant est que $iz est normala’s, t.;Z n’est probablement pas normalS;,
car ils sont tous les deux projestdans la base, -, Z) assoagea la configuration deeférence. Des
remarques analogues pourraietre™faites sur les autres efforts es€urs.

Le travail virtuel des efforts egtieurs s&crit alors :

Wiy = / / (e + (t + div 1) du] dS
(s)

- o a - - T 8'[1]
+ 7{ {Ne.éu + [Te +gg (Met )] dw — Me.7i.0 (8_11)} ds (3.45)
(08)

— Z {Me.ﬁdw}

pt. singH (s)

st

S

Travail virtuel des quantit és d’'ac&lération

Wiay = / / |0t + (i — I div grad i) dw| dS + )[ Igradi.iidw ds|  (3.46)
(S) (9S)

ou

m = ph, I= 17 (3.47)

sont respectivement la masse surfacique ().t le moment d’inertie surfacique (kg) de la plaque.

Equations locales

L'application depPTV consiste maintenara vérifier les relations (3.39a) et (3.39b), avec les ex-
pressions des d#f'ents travaux virtuels calag’aux paragraphesguedents. Ici, il est clair que tout
déplacement virtuel rigidifiant le milieu continu entraine etat de contrainte nul, ce quesifie la
premire condition dwp V0,

La deuxeéme condition dwTv, rappeée ci-apes :

Vt, Vwy CQ V(0u,0w)  IWie)(0u, dw) + W (6u, dw) = SW ) (du, dw)

estéquivalente, dans notregwént prol#ime, aux vues des expressions deedifiits travaux virtuels
(eq. (3.42), (3.45) et (3.46)3,

Vi, VS'CS Y(du,ow) / / (ﬁ.aa+fw.5w) s

(s
> o , Ow
—{—7{ Ju-0u + Jy.ow + J,.0— | ds
on
(08")
+ Y [Keuw]l =0
pt. singH (s)

%En fait, la premére condition impasé par lepTv est automatiquemenievifiee par les travaux virtuels des efforts
intérieurs calcudsa partir de (3.40a)
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Comme cetteequation variationnelle est valable quels que soientépsagtements virtuels, et jw,
elle esteéquivalente aurquations suivantes :

VG(F) €S, L(#)=0 et I, =

- —

Ju(Z) =0
VH(Z) € 0§, Ju(Z) =0
J (%) =0
VH(s) € 08 pointanguleux K, (s7) = Ky (s7)

Avec Igséquations (3.42), (3.45) et (3.46), on obtientdgsiations suivantes :
— Equations locales, valables en tout point de la surface néutre

div N + i, = mii (3.48a)
div div M + div (Q grad w) + te + div 77, = map — I div grad @ (3.48b)

— Conditions aux limites. Quatre conditioas€rifier simultament :
— en tout pointd du borddS’ :

N, (3.49a)

ST
I

—

di£ﬁ+%( M£)+(Ngradw it = T+%(Z\7[ t) — Igradw.@  (3.49b)

=

(n Mn) M,.@t (3.49¢)
— en tout point anguleuk’ dedS', d’abscisse curviligne :
Ky(sT) = Kyu(s™) avec K, = (@'.M.t) — M.t (3.50)

Leséquations pE&dentes incluent certains termegtijeables, comme ceux induits par les effets
de l'inertie de rotation (les termes facteurs Jelans lesfuations (3.48b) et (3.49b)). Une analyse
dimensionnelle suppthentaire, assaa&’a I’hypothése 3.6 permet de justifier ces simplifications, ce
qui est fait au paragraphe suivant.

3.2.7 Analyse dimensionnelle desquations et simplifications

On va montrer ici que I'hypotbse 3.6 permed elle seule de justifier que (i) les termes @us °
I'inertie de rotationl, et (ii) les termes d’inertie longitudinatei sont régligeables. lls sontatyligés
dans le plupart des #ories sans justifications matmatiques [47].

On introduit tout d’abord les grandeurs sans dimension suivantes :

-t oy 2 oy X (3.51)
= tc, iV = Nm’ s = Mm’ .
= e - te 5 Mhe = Ne = T. = Me
Ne = , te= ,  Me = , Ne= , Te= , M= . 3.52
‘ Nem ‘ tem ¢ Mem ‘ Nem ¢ Tem ¢ Mey, ( )

Leséquations (3.37), en seférant auwxequations (3.9), permettent detdfminer I'ordre de grandeur
deN etM :

. LK hD _ HhK

En introduisant legquations méédentes dansduation dequilibre (3.48b), et en s’assurant que
W, t, eti, appar@sent au raie ordre de grandeur qué, on obtient :

6
et div div M + 62* div (g grad w) + e, 4 et div e = et — i—Q div gradé,  (3.54)
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avec

m E hE
te=To=L%|=, tum=e'— | Mg = . 3.55
0 D’ T2 -2 T 12007 (3.55)

Cela signifie que :
— les amplitudes dg& et doiventétre respectivement de I'ordsete® pour c€er un moment
de I'ordre des*, et donc un dplacements de I'ordre deh (Eq. (3.9)) ;
— le temps caraetistique du mouvement est= Ty, qui est non loin de lagriode du premier
mode de vibration de la plagtfelorsque la longueur caraaistiqueL est le rayon de la plaque.
Cela signifie que la &#quence maximale du mouvement deie’in€rieureal /T = fo, c’'esta
dire inférieurea la frequence du premier mode de vibration, pour que le mouvement transverse
w soit de I'ordre de grandeur de
On justifie aussi que les contraintes transversalgsnt €t régligées. En effet, elles sont equilibre
avect,, et sont donc de I'ordre de grandeuradece qui confirme I'hypotase 3.8 et la comparaison
avec le cas linaire de [Equation (3.29).
D’autre part, lorsquev est de I'ordre dé,, on constate que le terme de rotatirbltﬂ,ivgradw est
de I'ordrecf, ce qui est rgligeablea’la vue de I'hypotase 3.6.
La valeur det., impo€e aussi par I'adimensionnement &ledans (3.54) permet maintenant de
déterminer I'ordre de grandeur de qui, remplae’dans (3.48a), donne :

6e3div N + &7, = €°ii, (3.57)

avec
E

_ 3
tem =S (1 —v2)

On justifie alors que le terme d'inertie longitudinal esgli§eable devant les forces de membrane.
De la néme faon que pecédement, on constate que I'amplitude idedoit &tre de l'ordre de?
pour ceer des efforts de membrane compatibles avecaptadementv de I'ordre deh. La méme
opération sur les conditions aux limites (3.49) donne :

(3.58)

I 8 _ _ - — 8 =, 85 — .

3| a3 > 39 (ot 3 2 _ 3 g _ e =

e’ |divM.n+e 95 (n gf) + 6e (ﬁgradw) n] € [Te + aS(M@.t )] lggradw.n
(3.59)

avec .
K hE hE

Nepp =Np=e>—, Top=6"——-—, M,y =6"———— = M,,. :

em m =€ 9’ em — € 12(1 — VQ), em — € 12(1 — V2) m (3.60)

Cette dernéte misea'I'echelle pecise 'ordre de grandeur @é, T. et M., et confirme I'ordre de
grandeur rgligeable du termeuda I'inertie de rotation.

3.2.8 Effort tranchant

Comme la transformation impes au milieu continu par Ieeqi)1acemerﬁ7 (Eqg. (3.4)) n'impose
aucune dformation de cisaillemerd celui-ci (cela provient des hypakes de Kirchhoff-Love qui

Hdans le cas d’'une plaque circulaadord libre, la pfiode du premier mode e<2{ Eq. 4.29) :

T _L_27m2 m_27‘l’(12 @Naz m (3.56)
T % T @ VD 500VD - “VD :

aveca le rayon de la plaque.
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imposenta tout segment normal de rester norradh surface moyenne durant lafdfmation), I'ef-
fort tranchant(@) : § — R? ne travaille pasdurant la transformatiéf C’est pour cette raison
gu’'aucunesquationetabliea partir duppv, avedsU/ comme @&placement virtuel, ne le fait intervenir
naturellement. Il estefini par :

- h/2
Q= / T dz, (3.61)
—h/2
si bien que toute section droite, de normaldnternea la plaque est soumiseun effort tranchant
(Q.7%)Z vertical (Cf. Fig. 3.3).

En appliquant la condition aux limites (3.49h@)un sous-domaine de la plaque, egan¢’ par
une surfaceS’ C S, les effortsN,, 7., etc... ex¢rieursa S’ sont alors imposs parlS’ sur &', et
sont identifiables aux efforts iatieurs Cf. Fig. 3.3).Etant done’ que lesquations dtquilibre sont
formulées en grandes transformations, on @ti¢ prudent quand la nature des diffents efforts.

Consicrons comme au paragraphe 3.2.5 une sous strugtute surface moyenng&, dont le
bord 9S’ est orien¢” par sa normale sortante ¥, S’ et 7 sont transforras par$ en$, S; et,.

Q est dstermire & partir du tenseur de Piola-Kirchhoff. L'effort tranchaptz’ = (Q.ﬁ)E sur () est
donc transforra’enQ,,;7; = g[(@.ﬁ)ﬂ sur€);, par un transport convectif. Il est en particulier tout le
temps normah la surface moyenneouranteS'. Il n’a donc pas la rafne direction absolue dafset

Q. En revancheT, est identique sur les deux structur€d.fiote 9, p. 70), et est donc dans les deux
cas colirgairea 2. Comme les conditions aux limites (3.49a-3.50) ssoritessur la configuration de
réference?, I'effort tranchan@.ﬁ que I'on cherche, impesparCS’ surS’ a travers de bord d§ de
normalesi n’est donc pas exactemerit |l s’'identifie a la forceT, z + ]\7@ transpor¢” convectivement
de ), vers() et projet sur la verticak, soit :

(G.7)7 = [gl (Teg+ *)] 2 (3.62)
or
1+0(?) —egrad w
F=1+Grad(U): | ......... ......... (3.63)
-t
egrad w 1 (3)

qui est une matrice antisyetrique, de sorte qu:‘t-i“1 =-F (£*1 correspond au premier ordaauhe

rotation d'angle—@ = —Gradw A 7). On obtient alor).7i = £3(T, — N..grad w) + O(%). En
injectant cette derere relation dans (3.49b), tous les termes se simplifient avec 'aide de (3.49a) et
on obtient :

- 0

Vi, divM.i+ -2 M, + (ﬁ grad w) =G+ (ﬁ erad w) 7+ gMns (3.64)
- — — S

soit :

Q=divM (3.65)

Ce @sultat aett monte de fagon plus succinte par Herrmann [47], et est rarement jestifihs la
litterature, bien qué soit largement utilie'dans tous les metEs de plaque [24, 41].

Une explication plus physique des calculsgdents est que si on observe la direction des efforts
sur la configuration dforn€, T, a pour direction?, alors que@.ﬁ a pour directiorla normale cou-
rantea la plaque, n@&?. Il y a en premére approximation un anglg = Grad w A Z entre les deux.

En particulier, uneapartition de pression normadda surface sugrieure courante n’est pas normale
aS. Elle oscille au ge’des oscillations de la structure.

12| travaillerait si les buchettes sefirmaient par glissement des sections les unes contres les autres lors de la transfor-
mation (Cf. Fig. 3.2)
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3.3 Formulation non-linéaire du probleme de vibration de flexion de
plaque mince
Les dBveloppements magimatiques du paragraphe 3.2 conduisgriormuler le probdéme de

mécanique en terme des effortsrgrali€sV et M. D'autres formulations sont possibles; elles sont
énungrées ci-apes.

3.3.1 Recapitulatif : formulation en efforts

Les hypotkeses sont rapped’s ci-dessous, puis leguations, et enfin I'ordre de grandeur des
differents termes.

Hypotheses

1. Le rapport de Epaisseur sur une longueur camidfiques = h/L est petit devant 1 (hyp. 3.1).
Hypotheses ciematiques de Kirchhoff-Love (hyp. 3.2).

Les sinus et cosinus des rotations sorgain€s au premier ordre (hyp. 3.3).

Le déplacement transverseest de I'ordre de Bpaisseuf (hyp. 3.4).

Le déplacement longitudinal est d’'un ordre indgrieur au @placement transverse (hyp. 3.5).
Les termes d’ordre* sont régligés devant ceux d’ordré (hyp. 3.6)

Le comportement du meriau eselastique limaire (hyp. 3.7).

© N o g bk~ wDd

La composante transversalg du tenseur des contraintes esgligée devant les autres com-
posantes (hyp. 3.8tte hypothse &t justifee apes avoirét utiliste au paragraphe 3.2.7,
et aussi apés calcul de I'ordre de grandeur des effottsElle peut donétre consiéree comme
une conéquence des predentes 3.1-3)7

Equations

— EQUATIONS D' EQUILIBRE

divN + 17, =0 (3.66a)
div div M + div (N gradw) + t, + div i, = mii (3.66b)
(div G + div (g grad w) F b, + div M, = mw> (3.66¢)
— CONDITIONS AUX LIMITES
— en tout pointd du borddS’ :
Nii = N, (3.67a)
. D - . 0, - -

divM.7n+ —My; + <Mgradw) M =T, + —(M.t) (3.67b)

= Os = Os
Q’*+3M +(N ad *—T+3(“t*) (3.67¢)

. 98 nt Ngradw).n =Te 55 (Me: .

My, = M,.ii (3.67d)
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— en tout point anguleuk’ dedS', d’abscisse curviligne :

[Mnt - ME] j —0 (3.67¢)

— RELATIONS DE COMPORTEMENT

K = N - ~
[(1 —v) (gradﬁ + grad " + grad w ® grad w) +v (2 div @ + grad 2w> i} ,

N=—
= 2
(3.68a)
M=-D [(1 —v)grad gr;tdw + I/Asz.g , (3.68b)
G = div M = —Dgrad (Ayw) (3.68c)
— CALCUL DES CONTRAINTES
12
(7, 2) = Eg(:ﬁ) + zmg(m) (3.69)
— CALCUL DES DEPLACEMENTS
- 12 = 1
gradgradwzglzﬁ [%tr%é— ;Vg], (3.70a)
21 . e\ 1 [1+vw v - 1 - o
E=5 (gradu + grad u) =7 [ z N — Etrﬁi] —Egradw Qgradw.  (3.70b)
&
Ordres de grandeur
— Déplacements :
(3.71)

w~h, wug~ceh,

— Contraintes :
Taf E2E, Ty ~3E, m, < Taz, TafB (3.72)

— Efforts ggréraligs :

Nop = ?hE, My ~e*h*E, Qo ~¢e’hE, (3.73)

— Efforts exg€rieurs :
te ~e*E, g ~3E, ey ~ e hE, (3.74)
T, ~e*hE, Nyo~¢c’hE, M.y~ c*h’E. (3.75)

3.3.2 Formulation en ceplacement

Cette formulation consista remplacer les effortsegérali€s par leur valeur en fonction des
déplacementsa partir desiuations (3.68a) et (3.68b). Elle est eandyal utilise pour €soudre des
problémes de plaques rectangulaire [47, 24]. ggdtions du mouvement obtenues aloessvent :
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K . . .
=2 [(1 — ) Aoii + (1 + v)grad div @] + fle — phii =
2 X (3.76a)
-5 [(1 —v)Asw.grad w + (1 + v)grad grad w.grad w| ,
DAsAgw + phiis — to — div (7 A 1ie) =
K [(1 —v)grad @ : grad grad w + v div ﬁ.Agw] (3.76b)

K . . . .
) [(1 — v)grad w.(grad grad w).grad w + v grad 2fw.AQw .

3.3.3 Fonction de force et conditions de compatibilé

Un cas pratique &s courant est celuudes efforts lirgiques longitudinauxepartis,ri, sont nuls
partout sukS. Dans ce cas, €quations (3.66a) devient :

divN = 0. (3.77)
et le terme non-lieaire dans Eguation (3.66b) :
div (ﬁgr&dw) = dfvﬁt.gradw —{—gt : ggradw =N: ggradw,
de sorte que &quation (3.66b) gCrit, en remplacan par sa valeur en fonction de:

DAAsw +mi = N : grad gradw + te + div e (3.78)

Le probEme de mtanique est alorsquivalent awequations (3.77) et (3.78), assees aux condi-
tions aux limites (3.67a-e), etla relation de comportement (3.68a). Les inconnues du gmudsont
alors N etw, qui repgEsentent au total 4 champs scalaires incondlggt synetrique), alors que 3
equations scalaires locales sont seulement disponibles. Il manque doeguat®n.

Une autre mamdre de voir les choses est de corsét’les inconnues eregdlacement du probine,
# etw, qui correspondera 3 champs scalaires inconnus. On obtient la formulation du paragraphe
3.3.2, as la premereéquation (Eqg. (3.76a)), vectorielleegie le mouvement longitudinal, et la deu-
xieme (Eq. (3.76b)), scalaire, gouverne le mouvement transverse. Ici, 'incahaé® remplaee
par N, a partir de la relation (3.68a), qui fait intervenir la partie gyrijue du gradient d&, et
le déplacementw. Il faut donc écrire unecondition de compatibiéf relation qui donnea N les
propriétés suffisantes pour quéexiste. Ce sont ici des analogues eéesiations de Beltrami sur le
tenseur des contraintes de Cauehglans un proldme lirdaire plan formwd en contrainte [98]. La

condition pour qu'un tensey€) : S — R* dérive d’un champ de gradient est :

2¢ = grad @ + grad@® <= Agtré —divdivi=0 (3.79)

En constatant que seule la partiedqui ne cpend pas de, noté:é) (Eqg. (3.17)), intervient dans
I'expression deV (Eg. (3.35a)), il advient qu'il faut appliquerdjuation ci-dessus au tenseur :

1 - - 1
£= éo - §gradw ®gradw = 3 (gradﬁ—i— grad’ ﬂ')
ce qui sBcrit :
~0 . g ~0 ]_ - ]_ - 2 ]_
Agtre” —divdive’ = 3 grad grad w : §gradgradw — (Aqw)? ) = —§L(w,w), (3.80)
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ou L sera explici un peu plus loin. Il suffit ensuite d’exprimér en fonction deN en inversant
la relation (3.35a), et de remplacer lestiltat dans &guation (3.80) pour obtenir la condition de
compatibilié surN.

Il est maintenant commode de constater gequiation (3.77) estduivalentea’l'existence d'une
fonction(F) : S — R, exprimée ici en N.m, appekfonction de forceou fonction d’Airy[24, 34],
telle que (@finition) :

N = AyF1 - grad grad F., (3.81)
En constatant que :
N: ggradw = Ao FAsw — ﬂgr&d}? : ggradw = L(F,w), (3.82)
et
Agtr® — div dive’ = %AQAQF, (3.83)

et en remplaant (3.82) dans (3.78), et (3.83) dans (3.80), on formule le problén terme dé’ et
w, ce qui est pesent au paragraphe suivarit3.3.4).

L etablissement de la condition de compatibilitest pas justié'dans les travaux de Chia [24]
et d’Efstathiades [35], qui sont les plusecitomme eférence pour la formulation mixte gséng’
ci-apres. C’est pour cette raison gu'il nous a seenbfoéssaire de faire figurer dans ce travail la
justification pecédente.

3.3.4 Formulation mixte

- EQUATIONS DU MOUVEMENT

hE

DAAw + miw = L(F,w) + te + div m, (3.84b)
avec
L(F,w) = AFAw — grad grad F : grad grad w (3.84c)

— CONDITIONS AUX LIMITES

Ces sont les mrmesequations que (3.67a-a&¢fites en terme de et F' a partir de (3.68b) et
de larelation :

N = AFi — grad grad F, (3.85)

— CALCUL DES DEPLACEMENTS LONGITUDINAUX

1 111 ~ 1
3 (gradﬁ—{—gradtﬁ) =E£= 7 [—AFL— v

- 1 - -
grad grad F'| — §grad w ® grad w.

/

-~

éO

B (3.86)
L'aventage majeur de cette formulation est que le pold ne comporte plus que deux incon-

nues scalaires : la fonction de foréeet le ddplacement transverse. Toutes les autres grandeurs

(contraintes, efforts g¥rali€s, dplacements longitudinaux) sont alors calculaldesartir de la

donrée dew et F.
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Type de condition aux limites Equations correspondantes

Encastées, immobiles longitudinalement

TAB. 3.1 —Expression des conditions aux limites imgess la plagues dans des cas simples [24]. Le
dessin repgsente une plaque circulaire, mais Eguationsgcrites en fonction des vecteurs normal
fi et tangent locaux, sont valables quelle que soit le profil du bord de la plaque.
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3.3.5 Conditions aux limites

Dans les trois formulations peédentes, les conditions aux limites expees par les relations
(3.67a,(b ou c),d,e) peuveeatré impoges en effort ou engplacement : si on impose un effort sur le
bord, alors le dplacement correspondant est cadgudt inversement si uneglacement est impes’
alors I'effort correspondant peatre calcuk’apes Esolution du protdime. Le @placement dual de
esti, w est asso@aT, et M,.t, et M,.7i est la contrepartie dgw/on. L'expression de ces conditions
aux limites dans les cas simples classiques sestin€es dans le tableau 3.1. D’'autres conditions
aux limites sont immaginablesebfiquement, mais ne sont pas renceesrdans la pratigideDes
conditions aux limiteglastiques sont aussi possibles. EllexgVent en imposant une liaison entre
les efforts et le dplacement assagiet ne sont pas eciges dans le tableau 3.1, par concision.

3.4 Discussion

Dans les trois formulations expes$ au paragraphe 3.3, le predolé de metanique est bien pes”
il est compoe; comme dans le cas tridimensionnel :
— des€quations dgquilibre (ouequations du mouvement), valables en tout point dedlfietir du
milieu continu ((3.66a,b) ou (3.76a,b) ou (3.84a,b)) ;
— des conditions aux limites, valables sur le bord (3.67a,(b ou c),d,e) ;
— des relations de comportement reliant efforts/contraintesadémentsk&formations (3.68a,b,c).

3.4.1 Non-lincarités et domaine de validié

La premére desefuations du mouvement gouverne le mouvement longitudinal, la elexi’
régit le mouvement transversal. Ces degiations sont coupés par la fonctionnell&(-, -), si bien
gu’'un mouvement transversal (efforts de flexion) va éonent de pair avec un mouvement longi-
tudinal (efforts de membrane).ddhmoins, commé (w = 0, F) = 0, un chargement longitudinal
ne peut tlkoriguement pas donner naissaacen mouvement transversans que celui-ci n'esté
préalablement inié. C’est ainsi qu'’il est possible de produire deptiicements transverse important
en excitant la plaque par des efforts longitudifauin revanche, un mouvement transverse entraine
automatiquement un chargement du plan moyen, puisque le fefmev) est pesent dans le second
membre de (3.84a). C'est I'effet principal pris en compte parecggfions en grandegllacement.

Ces couplages se manifestent de deyxrifiac

— Le terme de couplage non-iaire pesent dans lesquations du mouvement transversal, qui

s'écritdiv (ﬂgrad w) (Cf.Eq. (3.66b)), provient des termes antiplans du tenseur des contraintes
de Boussin_esg (Eq. (3.33)). Il est d"au fait que en grandes transformations, on ne peut
plus confondre la configurationefrmée avec la configuration initidfe Plus pgcigment,

il corresponda’ une ogtation de projection sur la verticale des forces de membranes, co-
lineairesa la surface moyenneeformée L'angle de projection est I'anglg = grgmdw NZ

qui existe entre la surface moyenne et efodnée. Autrement dit, les forces de membrane ont,
en grands @placementaune projection sur la verticale non nulle, qui intervient naturellement
dans Iéquation egissant le mouvement verticalde la plaque.

— Le terme de couplage qui intervient dansqliation du mouvement longitudinal est &’la

dépendance non-legire qui existe entr& etw (Eq. 3.37a), qui provient des termes quadra-
tiques dec en fonction dew (Eq. 3.15). C'estd’encore un effet de projection sur la verticale,

130n peut immaginer imposer l'inclinaison du bord nulte,{ = 0), sans imposer leaflacement transvers@,( =
M,.t' = 0).

HCela est en gréral appet “excitation pararefrique”. Uneetude de ce type est promodans [133]

Sc’est la raison principale pour laquelle orett amer’a utiliserr et B au lieu deg, pour pouvoir effectuer tous les
calculs dans la configuration deféfence, puisque la configuratioafdfmée n’est pas connue.
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puisqu’un éplacementy a pour effet d’augmenter la composante verticale des forces de mem-
brane. Vue d'une autre faq, un dplacementv entraine tout naturellement une variation de
I"etendue de la surface moyenne, asseébr&menta un chargement de celle-ci. C'est cet effet
qui entraine 'augmentation de la tension d’une corde ou d’'une membrane tendue lorsqu’elle
estécarée de sa position dtuilibre.
Lorsqu’on lindarise cegquations, ces deux effets disparaissent, puisque I'on confond les structures
initiales et a&fformées.

On peut aussi remarquer que les conditions aux limites sur le bord sont iderdiqedies de
la théorie lindaire,a un terme additionnel ps, qui s&crit (N grad w).ii = N,.gradw car N est
symétrique. La pesence de ce terme souligne que les conditions aux limites longitudinales sont
coupkes aux transversales, et donc que, au contraire dedai¢hinéaire, on est obligde conndfe
les conditions aux limites longitudinales lorsqu’on sarg§se au mouvement transverse de la plaque
(Cf. Tab. 3.1). Linterpetation physique est analogue au premier effet expligjus haut : lorsqu’on
impose un effort horizontaV,, sa projectiodVe.grédw sur la normalea’la plaque dformée est non
nulle, et influe donc sur le mouvement transverse.

De fawn plus grérale, on peutasumer les remarquesgoédentes en soulignant que les effets
non-linéaires sont leasultat du chargement du plan moyen : plus celui-ci est important, plus le terme
ﬁgradw dans léquation du mouvement transverse est important. Ce chargement du plan moyen
dépend en premier lieu dieglacement transverse, mais aussi des conditions aux limites longitu-
dinales : pour unw donrg, le chargement du plan moyé@n est plus important lorsque est impog”
nul sur le bord (bord encastdu simplement supp@ique lorsque le bord est libre. On reviendra sur
ce point lors du calcul des efforts de membrane, aux paragraphes 5.4.1 et 5.4.2.

Les termes de couplage nondamifesevoqLes ci-dessus sonelsa la quantiegradw qui corres-
ponda la rotation d’urelément de la plaque durant la transformation. C’est la valeur de cette guantit”
qui détermine le degr'de simplification du magle, puisque c’est en laegligeant qu'on obtient le
mocEle linéaire ; on est alors dans un cas de “petites rotations”. eegmt modle non-liréaire est
souvent assoeiau terme “rotations moyennes”, et le terme “grandes rotationsésst¥ au cas 0”
les rotations sont telles que I'on ne peut pluglnSer leurs sinus et leurs cosin@d.yp 3.3). On
reviendra sur ce point au paragraphe 3.4.3.

Le terme “grands @placements” est souvent assoaii moeéle non-lirdaire peseng’ dans ce cha-
pitre car il constitue la grandeur observable le plus facilement. Cela va aussi dans le sens du fait que
de rotations moyennes peuveneer de grandseaplacements. En revanche, lesfatmations de la
structure restent suffisamment petites pour que la loi de comportexastifjue lieaire du matfiau
reste valable (hyp. 3.7). Urcapitulatif est propa@sdans le tableau 3.2, p. 84

3.4.2 Validation mathématique des hypotleses

Le mocEle non-liréaire de vibrations de plaquesabli au paragraphe 3.2 est bagir des hy-
pothéses justiftes par I'expfience, mais non par des calculs. En effet, il geaii"logique que les
hypotheses 3.5 et 3.8 soient des ceqaénces madmatiques des hypatkes 3.1 et 3.2, puisque c’est
ce qui est observén pratique. Uneathonstration de ce typeet propose par Milletet al dans une
série d’articles [71, 68, 69, 70]. Elle consistechercher une solution awqlations déguilibre de
la mécanique des milieux continus tridimensionnalpartir d'un aégveloppement asymptotique sur
les puissances de Leur ddmarche est la suivanteectite avec les notations du paragraphe 3.2. Le
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syseme dgquation de dpart est :

DivB' = —f. dansQ, (3.87a)
U=0  surx, (3.87b)
B.ii=F, surStus- (3.87¢)

Avec les hypotlSes suivantes :
— Le rapportepaisseur sur diagtre est petit devant & 1)
— Le dplacement transverse est de l'ordre @pdisseurd ~ h)
— Les efforts extfieurs transversessont de I'ordre de*E, et les efforts longitudinaux,,, de
I'ordre dec®E.
la solution est cher®® sous la forme de :

(V,w) = (V0,0 + (VY w') + e2(V2,w?) + ... (3.88)

ol V est le &placement longitudinal de tout point de la structlirex(V +w?). Les Esultats obtenus
sont que, pour les niveaux d'efforkgmuneres pecédemment :

— le dplacement longitudinal est d'un ordreéniéur au éplacement transversaj,(~ cw) ;

— le premier teerVO, w) du développement obtenu est uamlacement de Kirchhoff-Love :

W’ =w=w(@), V=V =i@) - zgradw(@) (3.89)

qui vérifie leséquations du maelé de Von-Kirman (3.66a-3.69).
— la contrainte transverse, est d’'un ordre de grandeur grieur aux contraintes tangentielles
Taz Qui sont elles rafme d’un ordre de grandeur @rfeur aux contraintes plangs;

Les dBveloppements de Milladt al offrent une justification rigoureuse desstiltatsehun€rés ci-
dessus, seulement dans le cas particulidedoord de la plaque est impmshmobile transversalement
(Cf.Eq. (3.87b)), et pour desglacements statiqueSf Eq. (3.87a)). Malgecela, ils offrent un dbut
de justification des hypo#ises des formulations classiques du etedlynamique de Von-&man,
comme celle qui est psente au paragraphe 3.2. L&rmgralisation au caswles conditions aux
limites sont imposés libres n'aa notre connaissance, pas enastepubliée.

L'approche de Milletet al permet aussi de montrer que le natallinéaire de plagues ediuit des
équations cquilibre non-lirgaires (3.87), est valable pour des niveaux d’efforts plus fajhie {°
etn., ~ ¢*F) que ceux dfinissant le domaine de validitiesequations de Von-Krman (¢, ~ ¢*E
etn., ~ 3 E). Ces efforts conduiseat des éplacements transverses de I'ordre=deis I'epaisseur
pour la théorie lingaire, et de I'ordre dedpaisseur pour le metE de Von-Karman [70]. Cesesultats
confirment le fait que lorsque est de I'ordre de grandeur dg les termes non-ligdires des sont
du méme ordre de grandeur que les termesdinés, ce qui montre que laetbrie lindaire n’est plus
valable pour ce niveau d'amplitud€cf Eq. (3.15)). Ceseveloppements sont vaéd par desasultats
d’existence et d'unicéd’par les travaux de Ciarlet [26], qui a utdisine formulation variationnelle
mixte contrainte-dplacements (de type Hellinger-Reisner) du peaind:

3.4.3 Mockles d’ordre sugerieur

On peut maintenant se poser la question de savoir si les approximationseassagimoele
préseng’ ici ne sont pas trop restrictives pouealite les vibrations de gongs et de cymbales. La
litterature ([46, 23, 83]) montre que le nwd de Von-Karman permet de dire des pbhomnenes
non-linéaires similaires ceux obsems lors des exgriences sur les gongs et les cymbales, comme
des combinaisons desonances et des comportements chaotiquemd/si le travail expasici, en
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particulier aux chapitres 4 et 5, ne s@né€sse gu’'auxegimes de vibration faiblement non-daires
et a des combinaisons destnances simples, le nald 'de Von-Karman parraf étre suffisant pour
prédire le comportement des instruments de percussion.

Un mocEle valable pour des amplitudes de vibration plus importantesgieitdnstruit en gar-
dant les hypotases de Kirchhoff-Love, mais en supposant les rotations importantegl@fgdandes
rotations”). Ce modle est indispensable dans le cas des poutessmtiinces lorsque les egmites
de celles-ci ne sont pas immobéiss$ selon la direction de I'axe de la poutre (i.e avec des condi-
tions aux limites encaslibre ou libre-libre). Dans ce cas, les hypedhs du moele de Von-Karman
conduisent’'desequations lieaires, car un&placement transverse n’introduit pas de chargement de
la ligne moyenne de la poutr€f. § 7.4.3 et [74, 86, 117]). Desquations de barres inextensibles
en vibration de flexion et torsion et grandes rotationsasetablies par Crespo da Silva et Glynn
[27, 28] et utili®es par Cusumano et Moon dans [30, 31].

Dans le cas des plaques, les effets nopdirés se font sentir pour des amplitudes de vibra-
tions plus petites, car le chargement du plan moyen esesultet du caraete bidimensionnel de
la géon¥trie de la plaqueQf. § 5.4). Cela restreint I'amplitude des vibrations et celles des rotations,
a effortségaux, ce qui fait que le mete de Von-Karman reste valable pour une grande e#ide
problémes de plaque. Un meld en grande rotation du type de celui de Crespo da Silva et Glynn
étendu aux plaques sous-entend que la surface moyenriaesdénsible et donc que saaformée
soit developpabl¥, ce qui exclu son utilisation dans legs€nt cadre de la meli$ation des gongs
et des cymbales par des plaques (il suffit d’'observer les modes propres des figures 4.1 et 4.2 pour
s’en convaincre). De plus, les grandes rotations asssciiux grandseplacements iraient de pair
avec des dformations qui pourraitepasser la limitelastique du matiau, dans le cas des plaques
métalliques, et a fortiori des coques, encore plus rigides du fait de la courbure. C’est pour cette raison
que nous n’‘avons pas faitettide bibliographique pousa’ sur le sujet.

- 6(Qo——

De tels moeles peuvent servir pouedfire le comportement de feuilles de papi@f. par exemple [82, 3])
170n peut citer uneetude de Schmidt [106], psentant une #orie de coques en grande rotation avec des hggeth”
cinématiques de type Kirchhoff-Love, foad sur une @€omposition polaire du tenseur defatmations.



SIng

CHAPITRE 3. VERS LESEQUATIONS DE VON-KARMAN

puelb ap SaIpIo Sa7 ‘suoneIol Sap Inapuelb ap aIplo,| 8P UONDUO) U

"Bd9 007 = HoaAe ‘ainbl) ejy@apuodsallod sanbuaunu
‘anbe|d ap sajpow SI0J] dPEIEA 9p Saurewop sap jieinudeday— z's "avl

3p gLG=T1~ ww 00T =v = m SN0T-JOYydIH Suoirelol sspuelb, 8|9poN

. go'my = ,(Pm) .Sauuakow suoireloy,

3op FT1'T = m = d wwg=y~=<m 1= hsod'‘dh < dhuls Siluswaoe|dg spuelo),
ANOT-HOYydIIY UeWIBy-UOA 8P 8|9 POIN

#omay > (Om) .Suonelol semad,

3ap €200 = % ~d ww $0°0 = w ~ m [~ ds0d'd = duis Stuswade|dyp smad,
‘ ‘ SNO0T-HOYydIIY aireaul| 9|3PON

suoleloy oSlJoAuel] HCwEmom_Q@D

liplfeA ap saurewoq sanbijewald sasglodAH salo9yl

— 84—



3.4. DISCUSSION

Récapitulatif des notations du chapitre 3

Notation Signification ¥eformule

Q, 09 Domaine occuepar la plaque et sa froetie,

dans la configuration deférence (3.1a)
Q, 08 idem, dans la configuratioretbrmée (3.19)
S,08 Surface moyenne et bord de la plaque,

dans la configuration deférence (3.1b)

S, 08, idem, dans la configuratioretbrmée (3.62)

dS, ds Element de surface dai élement curviligne dan@S (3.42)

h Epaisseur de la plaque hyp. 3.1
0, Pt Masse volumique de la plaque,
dans les configurations deférence et dformee (3.19)
E, v Module d'Young et coefficient de Poisson du erddu (3.20)
m, I Masse surfacique et moment d'inertie surfacique de la plague (3.47)

K,D Rigidité en traction et en flexion de la plaque (3.38)

a, B indices variant dan§l, 2} hyp. 3.3

(%1, %2) base deS hyp. 3.3

(%1, %2, %) base d&? hyp. 3.3
(flta th, Zf) base de; (362)

(Ta, 2) Coordonres de tout point d@ (3.2)
Div, Grad, A Opérateurs langrangiens tridimensionnelsefifitiels suf (3.3)
div, grad, As Opérateurs lagrangiens bidimensionnelsatiitiels suiS (3.10)

z Vecteur position de tout point dg (3.2)
s Bijection de vers, (3.19)
r Tenseur gradient de la transformation (3.19)
U Vecteur édplacement de tout point de la plaque (3.2)
U, W Déplacements longitudinal et transverse (3.2)
7 Vecteur rotation de tout segment droit hyp. 3.3
e Tenseur desaformations de Green-Lagrange (3.11)
é, 5 Parties planes et anti-planesdle (3.13)
o Tenseur des contraintes de Cauchy (3.18)
T 2®Metenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (3.18)
2 Tenseur des contraintes de Boussinesq (3.32)
T, 7 Parties planes et anti-planesde (3.21)
N Tenseur des forces de membrane (3.34)
E Tenseur des moments de flexion (3.34)
Q Vecteur des efforts tranchants (3.61)
f. Forces volumiques eatieurs, dan$) § 3.1, (3.40b)
28 Forces surfaciques extieurs, sup<2 § 3.1, (3.40b)
e, te Forces de traction et effort tranchant surfaciquesSsur (3.43a)
Me Moments surfaciques, s (3.43b)
N,, T, Forces de traction et effort tranchantdigles, subS (3.43c¢)
M, Moments lir€iques, supS (3.43d)
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CHAPITRE I

Projection modale

Le but de ce chapitre est degs€nter une solution analytique aeguations non-lieaires de
vibrations de plaques mincesablies au chapitre peedent. En cherchant la solution sous la forme
d’'un développement sur les modes propres du mold lirdari€ asso@; on obtient deux probihes
distincts. Le premier consist effectuer le calcul des modes propresagirojeter la solution sur
ceux-ci. C'est le proldmespatial a la suite de quoi un syaie constita’d’'une infini€ d'équations
differentielles du second ordre, nondaifes et cougés est obtenu. Ce dernier permet de calculer les
évolutionstemporellesie chacun des modes propres, ce qui constitue le dmexprobdme, qui sera
traité au chapitre suivant.

Cette approche estegérale, et peuefre appligee a une grande vagié de structures minces,
comme des poutres, des plaques ou des coques [74]. Le cas des plaques circulaires, avec des condi-
tions aux limites libres est tratén dttail ici, dans I'idée de comprendrepartir d'une structure simple
certains pehonenes non-liraires mis ervidence dans le comportement des gongs et des cymbales.
Cette gfon¥trie particulere a @ja été traite dans la ligstature, mais presque sgstatiquement avec
des conditions aux limites encasts ou simplement suppees [109, 110].

4.1 Introduction

4.1.1 Projection sur les modes propres ligaires

Des solutions exactes au prebie non-ligaire de vibrations de plaques (Eq. (3.66-3.67)) n’exis-
tant pas, on a recoua des solutions approebs. Des rethodes degdolution purement nueniques
ontété dBvelopiEes, de typeléments finis, diffrences finies ou una&fénge des deux, mais elles sont
souvent tes couteuses en temps de calcul lorsgu’elles sont agggd’emidea des protdmes de
vibrations. On a donc cherehdans ce travail pousser lesal/eloppements analytiques le plus loin
possible, ce qui permet de simplifier le pretrié, quittea’revenira une gsolution numafique ensuite.

De famn usuelle, la solution esepage en temps et en espace.(Eq. (4.16) ou (4.52)), et deux
problémes spags sont alora traiter.

Le probEme spatial peldtfe Bsolu par un eveloppement de la solution sur les modes propres du
sysEéme. Lorsque la structusgudiée n’est pas trop complexe, en terme dengtrie et de conditions
aux limites, les modes propres peuvette calcués analytiquemerd partir du probdme lirarisg
assocg. C'est ce qui sera utiksici, dans le cadre d’'une plaque mince circulaire en conditions libres.
Sile calcul exact des modes propres n’est pas possible, etb®d€s analytiques comme la pedate
de Ga€rkin ou la nethode de Ritz permettent d’approcher lefodimées modales et leseffjuences
propres [35, 137]. Enfin, la athode degléments finis peuttre utili€e pour calculer nuariquement
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CHAPITRE 4. PROJECTION MODALE

ces nEémes quantds, ce qui peuetre inBressant dans le cas de structlaegongtrie et conditions
aux limites plus complexes comme les gongs et les cymtéigls

Le développement de la solution sur les modes propres comduit Systime d’une infinig
d’equations difrentielles du second ordre, nondaifes et cougés, qui caraetise la partie tem-
porelle du probdéime. Une solution analytique appreehpeutetre obtenue par la @hode de Equi-
librage harmoniqufelorsque la solution attendue estrppdique [13, 78, 12], ou par desethodes
de perturbation lorsque les nondiaries sont faibles [74]. Dans d’autres cas, certaines approches
permettent d’obtenir dessultats analytiques, hotamment pour des oscillateurssisst! fortement
non-lingaires, en utilisant des changements de variables temporels appid®;i19]. Manmoins, le
recoursa des proedures nurafiques est souvent la solution la plus simple lorsque les neayiigs
sont fortes, en particulier lorsqu’on esténgsg aux vibrations de grandes amplitudes duesyst. La
méthode degchelles multiples sera utig aux chapitres suivants 5 et 6 pour cadas€r le compor-
tement de la plaque circulaire. Un calcul nemgue par Runge-Kutta sera appleqaix systimes de
barres au chapitre 8, pour obtenir des solutions en grande amplitude.

4.1.2 Modes normaux non-lieaires

D’autres ngthodes deasolution onte#é dévelopgges pour dcrire les vibrations de grandes am-
plitudes. On observe en effet que lorsque épldcement transverse de la plague devient de 'ordre
de 2 fois sorepaisseur, le profil de laefidormée de la structure devient significativemerpdhdant
de 'amplitude du éplacement [6]. Difrents modles onteté proposs pour @crire ce pehonene.

Une premére approche, psente dans uneesie d'articles et appliqgg aux barres et aux plaques
rectangulaires encas&s par Bennouret al[9, 4, 5], utilise un @veloppement sur les modes propres
de la structure ass@®a la néthode de Equilibrage harmonique. C. Piere¢ al [108, 80] propose
une approche plusegérale, permettant deefihir des modes normaux non-iaires. Leur utilisation
permet de dcrire€légamment des gmonenes typiquement non-kaires qui apparaissent aux fortes
amplitudes de vibrations. On peut citer 'exemple des oscillationg&wde Elastica, qui deviennent
fortement asyrafriques par rappot la position d&quilibre [30], et I'apparition d’un troigime mode
de vibration dans un sysftie masses-ressod2bpL [127].

Ces approchesegpassenda priori le cadre de cettetude, car les amplitudes de vibrations de la
plague que noustudions restent de I'ordre de grandeur de spaisseur. Les athodes utilisant des
modes non-liraires sont de plusds’lourdes d'utilisation lorsque plusieurs modes de vibrations sont
impliqués, notamment si des combinaisonseoriances apparaissent. Elleritaient détre cigées,
car elles pourraient devenir utiles dans le futur poegrdae les vibrations de cymbales, qui sont par-
fois au niveau du bord de I'ordre de 10 foigfaisseur. On reviendra sur I'approche avec les modes
normaux non-lieaires au paragraphe 6.5.3.

La recherche de la solution appreehpar projection modale sera expesau paragraphe 4.4.
Les ddveloppements peengs resteront les plusegéraux possible, en utilisant le moins possible
les proprétés lieesa la ggongtrie particulere de la plaque. En revanche, kxguations (Eq. (3.66-
3.67)) seront adap€sa une gon¥trie circulaire § 4.2), et les modes propres assscseront ensuite
calculés § 4.3).

YOutre leur gongtrie non triviale, les conditions aux limites assmsa des cymbales ne sont pas simples. La fixation
usuelle d’'une cymbale en son centre, sur un pied, est effe@u’moyen de rondelles de feutre, qui ont un comportement
a I'ecrasement viscelastique non-lieaire, qui est interediaire entre un encastrement et un bord libre. Pour une paire de
cymbales charleston, les conditions aux limites sariussi non-ligaires, puisque les deux cymbales sontta contact
I'une de l'autre, tardf libres, et cela sur une certaine partie de leur pourtour, variable au cours de la vibration.

2Cette nethode est appe# “harmonic balance” dans la éttiture anglo-saxonne.



4.2. FORMULATION DU PROBIEME

4.2 Formulation du probleme

Leséquationsetablies au chapitre peddent sont ici appligggs au cas d’'une plaque circulaire de
rayona, d’epaisseur constantg constiti€e d’'un magriau homoghe et isotrope de masse volumique
p, de coefficient de Poissanet de module d’Youndy.

421 Amortissement

L'analogue dynamique desquations de Von-&fman ne prend pas en compte lesephfirenes
d’amortissement. Ceux-ci sont complexes, et de plusieurs natures. La dissipatieneatgié peut
étre diea des pkhonenes internea [a structure, ou externes. Les pertes internes sont iatpires au
maeriau utilig, et peuvengtre de nature visadastique, ou thernedastique. Les pertes externes sont
principalement désa des transferts diiergie vibratoire de la plaque vers le milieu fluide environnant,
qui est d’ailleurs le pahonene physique quigyere les ondes sonores. Il peut y avoir dans certains
cas des pertes par transmissioreaahique au niveau des bords de la plaque, qui n’ont pas lieu ici du
fait des conditions aux limites impess libres.

Une étude tlgorique et expfimentale sur ces gimonenes dissipatifs est propes dans [51, 21,
52]. Elle montre que des m&iaux comme l'aluminium et le bronze somtdissipation intrinsque
tres faible. Les pertes sont donc principalementssdau couplage de la structure avec le fluide en-
vironnant, pepondrantes dans la zone dediience correspondant aux modes d’oreéieses, de
frequences sugrieuresa’la fréequence critique :

=3[
° 27\ k2D

ou ¢y est la vitesse du son dans le milieu fluide,[&fa raideur en flexion de la plaque. Pour les
premiers modes, il ressort detitdes pecddemment céés que se sont les pertes theetastiques qui
dominent. Des mesures, faites sur une plaque d’aluminium, montrent dans [51] que les coefficients
pour les premiers modes de vibration ont des valeurs voisines, de I'ordre de grande,de qui

est tes faible.

Les pténonenes dissipatifs sont pris en compte dans netneé au moyen d’'un mete d’amor-
tissement visqueux, qui a 'avantagetté tes simple, et qui €Crit bien le comportement des struc-
tures comme les plaques circulaires, corsids dans le psent chapitre, ou les cymbales et les gongs.

Un termec w est donc introduit dansduation conservative (3.84b), comme une petite perturbation
de celle-ci. Il condui’'un amortissement modal identique pour tous les modes. Lelmest ensuite
raffiné en introduisant aps projection sur la base des modes propres, des facteurs d’amortissement
differents pour chacun des modes, qui permettent de prendre en compteclkeddE d’amortisse-

ment d’'un mode l'autre obsergés en pratiquedf. Eq. (4.62)).

4.2.2 Formulation adimensionree defquations

rN oz

La formulation pesente ici a afja été utiliste sous cette forme par Efstathiades [35] et Sriéhar
al [110]. Le dplacement de tout point de la plague &4t Eq. (3.4)) :

[7(7“, 0,z) =u(r,0) — z.grad w(r,0) +w(r,0)Z, 4.1)
ﬁ(’l", 0) = Up (’I", 0)€T + up (Ta 9)59, (42)

avece, etéy les vecteurs unitaires radial et orthoradial(e®) les coordoneés cylindriques de tout
point du plan de la plaque, telles que :

Z =ré, =r(cosOF] + sinbxy) . (4.3)

3Les conditions aux limiteevoqu€es dans la note 1, p. 88 sont dans ce cas. Notamment, lorsque la fixation de la cymbale
sur son pied est trop see; les rondelles de feutre jouent tderd’amortisseur, et le sonet8int rapidement.
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Equations locales

Leséquations du mouvement (3.84a) et (3.84b) deviennent alors :

E
AAF = —ThL(fw,w), (4.4a)
DAAw + mi = L(w, F) — cw + te(r,0,t), (4.4b)

ou (Eq. (3.84c))

F F w w
L(w, F) = w,, <_,r+#> + Fr (—’74_#)
T T r r

4.5
_2(“)”"9_%) Fro _Fo (45
r r2 r r2 )’
Le laplacien bidimensionnelattit en coordon@és cylindriques :
1 1
A() = (')J‘r + ;('),r + ﬁ(')ﬂa
La fonction de force estafinie par (Eq. (3.85)) :
1 1 1 1
N, =F,,, Ny = ;F,r + ﬁF,ao, Nyg = Ng, = ﬁF,a - ;F,ra, (4.6)
et les dplacements longitudinaux se calculent par (Eqg. (3.86)) :
1 1 /1 1 1
Uy =€), — 5 (wy)* = Eh (;-F,r + T_QF’% - VF,rr> 3 (w,)?, (4.7a)
1 1 0 1 2 1 1 1 1 2
;Ur + ;ue,e = €pyg — 22 (’UJ,H) = Eh [F,rr -V (;F,r + ﬁFﬁe)] T 92 (’UJ,G) , (4.7b)
1 1 21 4+v 1 1 1
;urﬂ +Ugr — ;Ue = 629 - ;w,rw,e = (Th) (T—QF,Q - ;Er9> - ;’w,rw,a- (4.7¢)

Conditions aux limites

Dans le cas de conditions aux limites libres, les efforts sont iegpasils sur le bord, qui est ici
une courbe sans point anguleux, si bien que les conditions aux limites sont (Eq. (3.67a,c,d)) :

Ny = rg = 0 (488.)
1
Qr + ;MT‘H,Q = Oa Mr =0 (48b)

Les expressions d@’ et M en fonction dew nécessaires sont :

M, =-D <w7rr + zwyr + %w,%) , (4.9a)
r r
Myp = —D(1 — 1) (’w,rﬂ B w,20> ’ (4.9b)
r r

Qr = —D(Aw),. (4.9¢)

En combinant legquations (4.8a,b) avec (4.6) et (4.9a-c), on obtient :

1 1
F,r—f——F’gg:O, F,rg—i-—F,g:O, en r=a (4.10a)
a a
w,rr+5w,,ﬂ+%w,(,9:0, en r=a (4.10Db)
a a
1 1 2—v 3—v

W ppp + Ew rr

o= Wyt —5—wepg — —5—wep =0, en r=a. (4.10c)
a a a
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Adimensionnement defquations

On introduit les variables sans dimension suivantes :

_ h? Ehd> _
r=ar, t=a|2F w="t@, F=—""F (4.11)
D a a?
ER® [m _ ER" _
c=2mpy, p=—T\p k> te:7p. (4.12)

ou 1 est le coefficient d’amortissement, expeiran 3 (c est expring’ en kg.m.3). Aprés avoir rem-
plac les grandeurs ptddentes dans lexquations (4.4a,b), on obtient lequations suivantes, dans
lesquelles les nombres sans dimension soedns barre sapéure, ce qui sera le cas dans la suite
lorsqu’il n'y aura pas d’ambigud

AAw + @ = e [L(w, F) — 2w + p], (4.13a)
AAF = —%L(w,fw), (4.13b)
ou
N
e =121 - 172 (4.14)

La version sans dimension des conditions aux limites est identiqueguations (4.10a-c), avec
a = 1. La solution est d’autre part impes'boree en- = 0.

On peut remarquer que a étt suppos’de I'ordre de grandeur dg, = h?/a. Siw, = h
avait ét¢ choisi, comme €@fait le cas dans le chapitreguédent, on aurait obtenu un pareire
e = 12(1 — v?) = 11.8 avecr = 0.33, non régligeablé devant 1. Les @$ents dveloppements
vont conduirea’un systime déquations diffrentielles, qui seraesolu par une ethode perturbative
au chapitre suivant. Cetteatiiode ecessite pougtie matiematiquement valide que les nondarigs
n'apportent qu’une perturbation deguations correspondantesdaifes, et donc quesoit petit de-
vant 1. C’est pour cette raison que a €t choisi d'un ordre de grandeur @rfeura I'epaisseur.
La théorie analytique qui sera exmEsau chapitre suivant est intezthaire entre la thorie lindaire
(valable pourw <« h) et la théorie de Von-Karman (valable pour ~ h) [110]. En revanche, le
développement sur la base des modes propres du paragraphe 4.4 n'impose aucune restriction sur
I'amplitude dew.

4.3 Modes de vibration

Avant d'utiliser les modes propres powtdiminer une solution approekesquations de plaque,
on se propose ici de rappeler leur calcul dans le cas de conditions aux limites libres eeescakir”
tons que ce sonticiles modes propdegprobéme lirearise asso@ auxéquations (4.13a,b) et (4.10a-
c¢) dont il est question ici. On pcisera ensuite leur propté d’'orthogonalig. Les @veloppements
géréraux de ce paragraphe sont classiques, et peetrentroue’s notamment dans [67, 41].

4.3.1 Fréquences et dformées

On s’intéresse ich'la solution du proldme liréari®€ conservatif assogiau probéme (4.13), en
vibrations libres transversales, questit :
—AAw = 0. (4.15)

40n retrouve ici les remarques finales du paragraphe 3.4.2 egisprgue les termes nonéiaires sont du erhe ordre
de grandeur que les termesdaifes lorsquey est de I'ordre déh.
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On cherche des solutiongcbupEes en temps et en espace, soit :
w(Z,t) = ®(Z).q(t). (4.16)
En remplaant I'équation pecddente dans (4.15), on obtient :
AAD(#).q(t) = ~B().i(1),

soit encore :
AAD(T) (1)
D(7) q(t)
Du fait de I'hypottese de sparation des variables, le membre de gaucheeatpiifion ci-dessus ne
dépend que dé, et le membre de droite que dells sont donc tous les dewegauxa une constante,
que I'on suppose positive et que I'on net& ce qui sera justiéi’'un peu plus loin. On obtient alors

deuxéquations, qui sont :

§(t) + w?q(t) = 0. (4.17a)
AAD(F) — w?d(F) = 0, (4.17b)

La premereéquation seeaSout facilement et donne :
q(t) = qm cos(wt + p) (4.18)

ce qui justifie le choix du signe de la constante. En effet, leesystest conservatif, et la solutian
doit rester finie lorsquéaugmente.
La deuxeémeéquation (Eg. (4.17b)) permet detdfminer les modes propres, et les valeurs de
Elle s’écrit :
AAD(Z) — 'o(2) =0, ¢ =uw?, (4.19)

ce qui esequivalenta’ résoudre les deugquations homagyies suivantes :

(%) = () + Do(), (4.20a)
(A+¢*)P =0, [A+(i()*] ®2=0 (4.20b)

On doit ensuite particulariser lagfrétrie, qui ici est circulaire. Eneparant encore une fois les va-
riables, i.e®; = ©;(0).R;(r), on montre que le®, sont tous les deux solutions d'ure|dation
differentielle harmonique, et qu et R, sont solutions dguations de Bessel respectivement ordi-
naires et modiées [67]. On obtient alors :

‘I)k(’l“, 9) = [Alka(C’f') + AgkYk(C’f') + BlkIlc(C"") + ngKk(C’r')] sin k60

4.21
+ [Agk Ji(Cr) + AuYi(Cr) + Bo I (¢r) + B Ky (Cr)] cos k6. *.21)

ou k est récessairement un entief, et Y}, sont les fonctions de Bessel d'ordkerespectivement

de premére et seconde espe, etl,(-) = Ji(i-) et Ki(-) = Yx(i-) sont les fonctions de Bessel
modifiées. Ce sont alors les conditions aux limites qui permettent d'imposer la valeur de sept des
neuf constantes4;, B; et().

Plaque circulaire a bord libre

Les calculs qui suivent sont insps’des ouvrages de L. Meirovitch [67] et A. Leissa [58]. Ces
deux ouvrages, et en particulier le dezxié, qui offre unetfude tes compéte des plaques munies
de conditions aux limites va€s, ne @tisent pas I'expression matatique desaformées modales
d'une plaque libre. Lesalieloppements suivant oe&’soumis pour publication dans [125].



4.3. MODES DE VIBRATION

T
A%
?&Q\\WII/////// =

oy = 5.093

\
\ \\\\%\‘\‘\i.’#.
[/
W=
Witz

-
|
"~4{{\‘\\\\\\

NS
IS
SIS
gl

gk

1

wao = 20.97

AN
s N\
7% N\

Y4 A

(il
-\l

o

T
|
4%
9

7
/]
il
W

l"’

i
W

NS

i

_

= N
R

% RS
I >
i

v
i
A

2

<
?’
7
v
0/,
g
W
O

N
X
g

w3) = H2.78 wiz = 59.94 wro = 61.43

FIG. 4.1 —Déformees modales et pulsation propres adimensesriv;, = g“,%n) d’'une plaque cir-

culairea bord libre. Les éfornees et pulsationsggpendent dans ce cas de la valeur du coefficient de
Poisson, iciv = 0.38.
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Les conditions aux limites sont :

D, +vd, +vPg=0 enr=1, (4.22a)
(I)JM + (I)JT — (I)J + (2 — I/)(I)ﬂ«gg — (3 — I/)(I)’gg =0 enr= 1, (422b)
®(r = 0) est bore’ (4.22c)

La dernére équation conduit éliminer les fonctiong;, et K; qui tendent vers l'infini er = 0.
Apres quelques calculs, la preanééquation, valable quel que séitpermet d’'imposer la valeur des
constantes; :

J]
Pp(r,0) = | Jk(Cknr) — MIk(CknT)
Ik(Ckn)
et la relation (4.22b) fournit unequation permettant de calculer des valeurs geur chaque valeur
dek, de sorte que les modes de vibration sont :

(A1 sink@ + Ay cos k6) , (4.23)

oy (r,0) = Ron(r) pour k=0 (4.24a)

Qppi(r,0) | cos k6
@kn; (. 6) ‘ = Rpn(r) | p POUT k>0 (4.24b)

avec N

. . Jk(Ckn)
Rin(r) = Kk [Jk(CknT) T.(Con) Ik(CknT)] (4.25)
ou J, et sont cEfinies par :

Ju(z) = 22 Tp_o (@) + z(v — 2k + 1) Jp_1(z) + k(k + 1) (1 — v)Ji(z), (4.26a)
I(z) = 221y o(z) + 2(v — 2k + 1)1 (z) + k(k + 1) (1 — v) I (). (4.26b)

et la constante;,, est choisie de sorte que

// ®Z dS =1. (4.27)
(S)

Crn €St lan-ieme solution de Equation suivante :

I5(¢) [ P Tk—3(¢) + ¢*(4 = 3K)Tx—2(C)
+ Ch(E(L+v) = 2) =1 (Q) + KX (L= v)(L+ k) Ji(C)]
= Je(0) [PTe—3(¢) + ¢*(4 = 3k)Ix—2(C)
+ Ch(E(1+v) = 2) I 1(¢) + E*(1—v)(1 +K)I(C)] = 0.
k est le nombre de rayons nodaux. Du fait des conditions aux limites eagdibres, le bord de la
plague n’est pas un cercle nodal, et le mdggest un mode de solide rigide. Le nombree rayons
nodaux n’est donc pasgalan pour toutes les valeurs de lorsquek = 1, n = n, et pourk # 1,
n = 1 — 1 [58, 125]. Des valeurs dg,, calcuBesa partir d'une €solution nurefique de IEquation
précédentes ave®ATLAB® et les dfformées modales correspondantes soetigées sur la figure

4.1, pourr = 0.38. Ces valeurs de§.,, sont voisines de celle cal@és dans [58], et permettent de
déterminer les valeurs ¢oriques des &juences propres d’'une plaguedrd libre par la formule :

Wkn Wkn D C]%n D
— Xkn _ \ == =2k 2 4.29
Jin 21 2ra2 NV m  2ma? V m ( )

— 94—

(4.28)

Shttp ://www.mathworks.com
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Configurations préferentielles

On peut remarquer que les conditions aux limites ne permettent d’'imposer la valeur que de sept
constantes, et donc quiy, et Ay, restent inétermirées (Eqg. (4.23)), si bien que lorsquie“ 0, c’est-
a-dire lorsque la eformée modale correspondante est asynmue (par opposition auxefidrmées
modales des moded,,, qui sont axisyretriques),a chaque valeur d§,, est asso& deux modes
propres, I'un en cosinus, lI'autre en sinus (Eq. (4.244a,b)). Cela montre que les fapade®ck # 0
sont dBgenerés, et que les valeurs propres assesisont de multiplicit2.d 4, et ®,y,, ontété choisis
orthogonaux entre eux, si bien qu’ils sondaifement indpendants. Cette propt# duea la synetrie
de ®volution de la structure, aura une grande importance dans les chapitres suivants. Par abus de
langage, on parlerdu mode asyrafrique (k,n), k # 0, et des deuxonfigurations @ferentielles
assooges,®y, et dyp,, selon la terminologie introduite par Tobias et Arnold en 1957 [121], travaux
sur lesquels nous reviendrons aux chapitres suivants.

Plaque circulaire a bord encastie

Nous aurons aussi besoin au paragraphe 4.4 des modes propres de laglagpiencase:.’ Les
conditions aux limites assa®Ss sont :

U(r=1,0) =0, (4.30a)
Uy(r=1,0)=0 (4.30b)
U(r = 0) est bore’ (4.30c)

Les calculs, quoigue un peu moins longs, sont similaaresux du paragraphegaédent. On obtient :

Yom(r,0) = Som(r) pour [ =0 (4.31a)
Vi (r,0) | cos 16
Uy (1. 0) ‘ = Sim(r) <in 10 pour [ >0 (4.31b)
avec
Sim (1) = Aim |:Jl(€lm'r) - ijég:)) L1 (&mr) (4.32)
ou &, est lam-ieme solution de &guation :
Ji1 (O 0(&) — -1 (§) S (§) = 0. (4.33)

Des valeurs calceBs paresolution nurefique de [Equation pecédente avemATLAB®, similairesa
celles pesentes dans [58], et lesefbrmées modales correspondantes, soasenées sur la figure
4.2. On peut remarquer que comme les conditions aux limites sogpémdiantes de, les valeurs
des¢;,, sont indpendantes de cette grandeur.

Aim, €St une constante, choisie de telle sorte que :

// U7 dS =1. (4.34)
(S)

[ etm correspondent respectivement au nombre de rayons nodaux, et au nombre de cercles nodaux
(en comptant le bord).

1dem note 5
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4.3. MODES DE VIBRATION

4.3.2 Orthogonalite

Les ddveloppements de ce paragraphe sont iesgi€ [67], qui ne traite que le cas @ plaque
est encaséé sur son bord. Bien que similaire, le casles conditions aux limites sont libres, est
moins trivial et nerite d'étre dvelopE ici.

Probleme aux valeurs propres

L equation (4.17b) est un cas particulier degliation :
L(P) = AM(D), (4.35)

ou X est un paramtre et et M sont deux opfateurs diférentiels lirgaires et homagries d’ordre
respectif2p et2q, p > ¢. L'equation pecédente est en outre valable en tout point d’'un dom&ne
Les conditions aux limites etrivent :

Bi(®) =0, i=1,...,p (4.36)

ou lesB; sont des oprateurs dif€rentiels lirgaires homognes d’ordr@p—1. Leséquations pgtédentes
sont valables en tout point du bodd).

Le probEme aux valeurs propregfitii par lesequations (4.35) et (4.36) consistehercher les
valeurs de\ pour lesquelles €quation (4.35) a d’autres solutions gbie= 0.

Une fonction® est appeaéefonction de comparaisosi elle satisfait les conditions aux limites
(4.36), et si elle estp-differentiable sur le domairfe. On dit que le prol®@me au valeurs propres est
auto-adjointsi, pour deux fonctions de comparaisénet ®,

/ B L(Dy)dQY = / Do L(P1)dS2, (4.37)
Q Q
/ By M(By)dS = / By M(D1)d9, (4.38)
Q Q
Si de plus, pour toute fonction de comparaigon
/ O L(D1)d2 > 0, (4.39)
Q
L est ditpositif. Il estdéfini positifsi I'integrale pecddente est nulle si et seulementbsést nul.

Le probEme aux valeurs propresquédent a uneegjuence infinie etellombrable de solutions
i, les valeurs propres, chacune d’eligarit assoeiéa une fonction propré.

Orthogonalité
Soit deux valeurs proprel, et \,, et les fonctions propres assees®, et®,. On a :

L(B,) = ApM(D,), (4.40a)
L(By) = AM(D,), (4.40D)

en multipliant chacune des deaguations péédentes respectivement garet®,, en les soustrayant
et en inEgrant le esultat, on obtient :

[ #L(@) - wc@)lae = [ De,M@,) - e M@ (44D
Q Q
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Si le probEme est auto adjoint, on obtient :

A — Ag) /Q B, M(P)d2 =0 (4.42)

de sorte que :
V(p,q) | A\p # A /Q@(,M(q)p)da =< By | By > = Opq, (4.43)
/Q D L(DB,)dQ =< D, | D)y >p= \yOpg. (4.44)

Cette derrgtre proposition montre que si le prebie aux valeurs propres est auto-adjoint, alors des
valeurs propres distinctes ont leurs fonctions propres correspondantes orthogonales pour les formes
bilineaires< -|- >a et < -|- >,. On dit usuellement qu’elles sont orthogonales. Si en plus les
opérateursC et M sont dfinis positifs, alors les deux formes biiaires assoegs le sont aussi, et

sont alors des produits scalaires. Lorsque des valeurs propres sont multiples, les fonctions propres
correspondantes sont orthogonales aux autres modes, maispgmalgelles ne le sont pas entre

elles. On peut @anmoins trouver deux combinaisonselitires de ces fonctions, qui sont orthogo-
nales entre elles [67]. Les deux configurationsf@réntielles erin k6 etcos kA assootesa un mode
asyngtrique de plaque circulaire,gséntes au paragraphe 4.3.1, et choisies dans ce sens, et sont
orthogonales.

Cas de la plaque circulaire

Dans le cas d’'une plaque circulaire, legagteurs sont respectivemei(tb) = AAD et M (D) =
®, si bien que les formes biledires scrivent :

<D, | D, >p= // 3,AAD, dS, (4.45)
(8)
<D, | Dy >p= // D,3,dS. (4.46)
(8)

De plus, Iéquation (4.17a) impose aux valeurs propredrd positives A = «7. Il est clair que
M est auto-adjoint, etefini positif. Prouvons qué& est aussi auto-adjoint. Aps deux inégrations
par parties, on montre que :

<D, | D, >p= / / A®,AD, dS + 7{ [cbp.grad (AD,).7T — AD,.grad Qq.ﬁ] ds. (4.47)
(5) (9S)

Avec les conditions aux limites, on obtient :
— Conditions aux limites libres €S sans point anguleux (Eq. (4.22))

<®, |0, > = // AD,AD,dS
(8

- (1- ’/)yg ) (@ Py,r + Ppo-Pg 0 — (P, Pgro + Ppro, Pg,0)] ds
oS
(4.48)

— Conditions aux limites encast&$ (Eq. (4.30))

<, | T, >Pe= / / AV,AT, dS (4.49)
(5)
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Les deuxequations méédentes montrent bien que dans les deux cas, bratgirs sont auto-adjoints.
De plus, il est clair que dans le cas encastF™* est @&fini positif. Dans le cas libre, il nest pas
immeédiata partir de (4.48) que'® est dfini positif. On peut s’en assurer en constatant que les
frequences propres de la plagaéord libre sont non-nullef. Eq. (4.28)), si bien que laddini-
positivite de M entraine celle d&' par la relation suivante, quiedoule de (4.40) :

lib 2
<O Q) > =w, < Oy [ D) >0y

On a donc mon#&’que les modes propres de plague sont orthogonaux pour les produits scalaires
< -] >met< |- >,, dans les caswle bord est encagtrou libre. En ce qui concerne les modes
asyngtriques, il est aisde \grifier que les deux configurationsgi&fentielles sont orthogonales entre
elles, du fait de leur ehendance esin et cos.

4.4 Projection modale

Les ddveloppements qui suivent sont ingsdes travaux de P. Manneville [65] et de A. H. Nayfeh
etal[76, 75]. lls ont fait I'objet de contributions dans des actes de @sfr13, 116] et orgté soumis
pour publication dans [125].

La présente rathode de e5olution est applicable chaque fois que le eyt physiquestudié
évolue autour d'uretat de eférence stationnairép. Formellement, ce genre de prehie peuefre
décrit de la faon suivante. Dans le caggral, le comportement du sygshe estegi par un ensemble
d’equations difrentielles assorties de conditions aux limites :

o 0
H (a, %,W,I‘> = 0, (450)

ouw etr sont deux vecteursuosont regroueés les inconnues et des paedras de contfe. Lorsque
le sysEme esetudié autour dewy, I'equation pecddente peutfreécrite :

88—:, =L (%, r> w4+ N(w), (4.51)
ou £ est la lirgarisation d¢4{ autour de IEtat de eférencew, et N regroupe les termes non-tiaires
[65, 122, 76, 75]. Le passage deduation (4.50a T'equation (4.51) correspond dans nattadea
I'application des hypotbses 3.1a3.8, et don@ I'application du modle de Von-Karman. Les effets
de grandes eformations et les grionenes de plastict notamment, sontegligés. L'approche qui
suit est donc valable lorsque la plagaalue autour de sa positionatjuilibre, sans trop s’esléigner,
c'est-a-dire pour deseplacements de I'ordre de |Bpaisseuf (Cf. Tab. 3.2, p. 84).

On va maintenant utiliser les modes propres du molglinearise, que I'on a calcwd”au pa-
ragraphe pgtédent, pouretablir une solution approele” du proldimenon-liaire : les équations
(4.13a,b) assoeBs aux conditions aux limites (4.10a-c). Les calculs qui suivent soatisas’les
propriétes d’orthogonal#’des modes propres, et n’introduisent aucune restrictionemeattique sup-
plémentaire. On reviendra sur ce point et sur la vadigitysiquede ces dveloppements au paragraphe
4.4.3.

On cherche la solutiow sous la forme d’'un eveloppement sur les modes propres de la plaque °
bord libre. En classant palablement les modeds,,, par ordre de gquences croissantes, on choisit
pour simplifier de les noter avec un seul indice, sans pertedggite, de sorte qué,(r, §) désigne
dans la suite l@-ieme mode propre dfini par les relations (4.24). La solution est alecsife sous la
forme :

+o0
w(r,0,t) = y(r,0) gp(t), (4.52)
p=1
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ou lesg, sont des fonctions inconnues du temps.

4.4.1 Fonction de force
En substituant Bguation (4.52) dansdfuation (4.13b), on obtient ;

+00 400
AAF =3 > Epy(r,0) gp(t) 4o 2). (4.53)
p=1g=1
avec .
Epg = =5 L(®p, @y). (4.54)

ou L est dEfinie par Iéquation (4.5). On suppose alors que I'expressioft dsst un @&veloppement
sur des fonctions spatialds, de la n€éme margre que pouty :

F(r,0,t) Z\If (r,0) ns(t (4.55)
ce qui implique
+00
AAF = [AAT(r,0)] n,(t), (4.56)
s=1

ou lesn, sont des fonctions inconnues du temps. lgssont choisis de telle sorte gu’ilsexifient
I"equation suivante :
AAT(r,0) = £ U (r,0), (4.57)

ou ¢ est un nombree&él. Les conditions aux limites (4.10a¢rites en fonction d& a partir de
I"equation (4.55), sont :
U(r=1,0)=0, V,r=160)=0. (4.58)

Il apparaf alors que lesl,, solutions degquations (4.57) et (4.58), ont exactement knme“forme
que les modes d'une plaque circulairdbordencast#, calcuBs au paragraphe 4.3.1, et quprend
les valeurs dis@tes @finies par [Equation (4.33).

En substituant Bquation (4.56) dansdtjuation (4.53), puis en multipliant lestltat par un des
modesV¥,, en inBgrant ensuite sur la surface moyer(d® de la plaque et enfin en utilisant les
propriétés d'orthogonalg’des mode¥, vues au paragraphe 4.3.2 (Eq. (4.43)), on obtient :

“+o00 +00

=2 Gop ap(t)a4(0), (4.59)

p=1q=1

/qu\ybds // (®,, ®,) Uy dS
(5)

= (4.60)

qub = = P
g,‘f//qf,%ds §b//\112d5
(S)

avec

de sorte que

+oo “+o00 +o00o
F(r,0,t) Z (ZZG,,Q,, ap(t)qq(t ) Ty (r,6). (4.61)

p=1¢=1
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4.4.2 Deplacement transversal

Le déplacement transversalest maintenant obtenu en substituant I'expressiof dalcuke ci-
dessus dansdquation (4.13a) ; on multiplie ensuite les deux membresetpifition obtenue par un
des mode9,,, puis on inegre sur la surface moyen(&) de la plaque. Les prom#és d’orthogonal@”
des®, ménent alors au sysine déquations suivant :

“+o00 +00 +00

( ) + w Qa = Z Z Z quau Qp Qt] )QU( ) - zﬂa q.a(t) + Qa(t) , (462)

p=1g¢=1u=1

ou u,, est le coefficient d’'amortissement sans dimension, dont la valeur est@psir chaque mode,
comme pevu au paragraphe 4.2.1. La pulsation sans dimensioles coefficientd’, ., et le terme
de forageQ), (t) sont dfinis comme suit :

//@ AAD, dS //pcp is
wa ) b
// @2 ds // @2 ds
//q) L(®,,¥y) dS //L(q)p,q)q)\yb dS// Do L(®,, V) dS
+00 +oo )
Lpgau = Z qub
b=1 //@gds b= §§//@§dS//\D§dS
(S) (S) S

(4.63)

L\Dl’—‘
o

(4.64)

Les deuxequations auxetivées partielles non-l#dires coumés (4.13a,b) orté remplaees par

deux probémes distincts.

— Le premier prol#ime consista calculer § 4.3) les modes propres,,, et ¥, de la structure.
Ce sont eux qui gouvernent l@géndancspatialede la structure eformée.

— Le second prolgime consista résoudre le systhe (4.62), constitid’une infini€ d'équations
differentielles du second ordre, nondaifes et cougés. Ce sysime constitue la partieem-
porelledu probEme initial.

Chacune desduations du syste (4.62), par exemple taieme, dcrit le mouvement du moda,.

Les dBveloppements psengs ici s'inspirent de ceux de Sridhetral [110], appliq€s au cas des
plagues circulairea bordencaste. L'approche adom dans cette deraie étude difEre de la notre
dans le senswla méthode deschelles multiples est utik€ ds le &dbut, et appligaé directement aux
équations auxelivées partielles (4.13a,b). Led€loppement sur les modes propres est introduit alors
automatiquement comme solution du pehE au premier ordre, mais le systé (4.62) n'apparg”
pas explicitement. Cette approche oblige d’autre pdidrinuler les approximations sur le nombre
de modes entrant en jeu dans le sys¢ beaucoup plust”L'avantage de la predure pesente
dans notreetude est que le prodie spatial et le probhe temporel sont clairemergsEs, et que
la méthode utilige pour €soudre le proleime spatial n'est pas impes{Le systine (4.62) peut par
exempleetre Esolu par une approche nentue, pour des amplitudes de vibrations plus importantes
gue celles sous-entendues par ktinode degchelles multiples).
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4.4.3 Discussion
Domaine de validite

On peut remarquer qu’aucune approximation ata formu€e pouretablir le systime (4.62).
Cela signifie quanatlematiquementa solution pesenge ici a le neme domaine de validitque le
mocEle de Von-Karman peseng”au chapitre 3 et pris dans le tableau 3.2, p. 84, c'esdire pour
des dplacements; de I'ordre de |Epaisseuh. Néanmoins, il faut thériquement prendre en compte
I'infinit’e des modes propres pour obtenir une solution valide, ce qui ne simplifie pahéaititiale.
Enrevanche, dans beaucoup de cas pratiques, et en particulier lorsquereesgst Sujed Une excita-
tion forcée de support spectraduit (par exemple monadjuentielle), on efifie exgErimentalement
que peu de modes ont une contribution nagligeable dans la solution. Cela condaite garder
dans le systme (4.62) qu’un faible nombreaetjuations, ce quieduit avantageusement la dimension
du probEme. Le chapitre suivant suivra cetengddrche, et le casuain seul des modes de vibrations
est impligLe seraetudié en dttail. Une nethode de perturbation sera utéespour €soudre le systhe
(4.62). Elle est thoriqguement valide lorsque< 1, ce qui est &S restrictif, puisque dans ce casd”
est de I'ordre de grandeur @/a. On montrera au chapitre 6 que cette soluticedircorrectement
les Bsultats exefimentaux pour des amplitudesde I'ordre deh /2.

Le comportemenéventuellement iggulier de la solution est, de plus, re&etans la partie tem-
porelle de celle-ci, puisque la partie spatiale esirdé par les modes propresdaifres de la structure.
On voit donc que cette athode n’est avantageusement applicable gi¢s sysimes o'le probEme
spatial n’est pas trop complexe, ce qui exclu en particulier les cas de chaos spatio-femporel

En conclusion, on peut retenir que leethdde pesente ici a la neme validi€ que le modle
de Von-Karman, c'esta-direw ~ h, et que selon la ethode dee&5olution utili€e, on est amera
émettre des hypotses fondés sur destudes expfimentales. Cela va de pair avec une restriction du
domaine de validéde la solution, qui est variable selon les approximations choisies. &jifieation
experimentale est alorsatessaire pour estimer le domaine de vaidif. § 6.5.2).

Cas des coques

On peut noter que lesedéeloppements magimatiques mréédents oneté gardt's les plus ghéraux
possible, et que Brie si les conditions aux limites et lagytétrie du bord onefé particularises, une
théorie similaire est applicabke d’'autres gon¥gtries et conditions aux limites. Le cas des coques, et
donc des cymbales et des gongs, peut atrsi frait€ de faon similaire.

On peut remarquer que legjuations dcrivant les vibrations transversales de la plaque aont °
non-linéari® cubique uniquement. Cela est visible tout d’abamhrtir desquations du mouvement
(4.4). Le chargement du plan moyé&happara étre quadratique, puisque il est directement fonction
de L(w,w) qui est quadratique en. Ensuite, les termes non-&aires de (4.4b) sont issus HeF, w)
qui est une fonction cubique de Cela se retrouve dans leguations (4.61) et (4.62), respectivement
gquadratiques et cubiques en fonction gesSi la structure méentait une courbure initiale non-nulle
(ce serait alors une coque), des termes quadratiques seragsenfy dans lesquations (4.4b) et
(4.62) [136]. Une interpetation physique des constatationsgédentes sera propesau chapitre 8.

Les cas de chaos spatio-temporel peuvang ttéoriquement traéts par la pesente rathode, mais cela conduit
prendre en compte un grand nombre de modes propres pour obtenir une saaliste rll est alors difficile deeduire le
nombre d€quation du sysihe (4.62), si bien que le prashe est difficilea résoudre.
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Cela souligne gu'un maaé correct analogue au sgste (4.62) pour les gongs et les cymbales serait :

+00 400
Ga(t) + wi qa(t) =€ | — Z Z qua dp () dq ()
=t (4.65)
+00 +00 +00 B

=33 Ty 408 da() qu(t) — 2ua Ga(8) + Qul®)

p=1¢=1u=1

Un tel syseme est obtenu par Yasuda powcdfe des vibrations de calottes spigues [136]. Il
resterait encora estimer les eformées modales d’'une telle structure, ce qui est giaf exemple
avec la nethode deléments finf Il serait ensuite possible de calculer les @iéints coefficients

Bpga €1 pgaq @ partir de ces modes.

8Le code de calcul EEASTEM 2000 a€té utilisé pour le calcul de modes propres au paragraphe 2.2.
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CHAPITRE 5

Reductiona un mode

L'objectif de ce chapitre est dtablir et dtudier certaines solutions du prebie de vibrations de
plagques circulaires, bord libre, en grandaplacement. La plaque sexaudiée en egime for&, excige
par un effort transversal sinusiall de fiequence proche de laefjuence propre d’'un des modes de
vibration de la structure. La vibration sera supp@sétre gouveraé que par un seul mode, soit axi-
symeétrique, soit asymitrique. Dans ce dernier cas, on verra que les deux configuratiefésentielles
en combinaison dessonances peuvent donner naissandes ondes progressives tournantes.

5.1 Introduction

La partie spatiale du probie ayanefé trai€e dans le chapitre @dent, il restea résoudre la
partie temporelle, qui eskedtite par le systme (4.62). Ce syste possdant une infin#’d'équations
differentielles cou@és, la pren@reétape consista &finir précigment le cadre dedtude, en parti-
culier en choisissant les efforts surfaciques ings$eux cas se esentent alors.

— Soit on se place dans umtude de la plaque en vibratiotibres. Dans ce cas, les efforts
extérieurs sont impass nuls, et se sont les conditions initiales geiedminent la vibration. Un
grand nombre de modes est alors mis en vibration, et peu de simplifications petreerati-"
sonnablement app@es. LEtude est dans ce cas comphkguét il est dur de mettre ewidence
des comportements simples de la structure qui pourraient nous permettre d’expliquer le com-
portement des gongs et des cymbales. |l est d'ailleurs probable qu'urdiszdidn diférente
soit souhaitable, sans approche modale, avec uretademporel [51].

— Soit on impose des efforts sinudaux dans le but d'obtenir uneponse enagimeforé de
la plaque. Dans ce cas, notre natidation modale prend toute sa valeur, puisque leesyst”
peutétreétudié en Egime permanentupeu de modes offrent unepdnse significative, ce qui
permet de simplifier le syste (4.62). De plus, certains comportements simples typiqguement
non-linaires peuvengtfe mis enevidence, parmi lesquels on peut citer : degmfenes
de saut, la distortion harmonique des signaux solution,edbéariges @&hergie entre modes
résultant deesonances internes... Ces derniersatdiis enevidence expfimentalement sur
le gong du laboratoiredf. § 2.4) ; c’est dans ce cas que I'on va se placer ici.

Dans ce qui suit, on va supposer que les efforts surfaciques @nposla surface de la plaque sont
locali$gs dans une petite surface @efS,.., d’aire régligeable devant celle d&, ou leur évolution
temporelle est suppes’sinusalale, de pulsation ne€Q = 2 f.,.. Les termes de foeges des
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équations (4.62) e¢rivent alors : .
Qo = Qa cos 2t (5.2)

ou (), est une constante quedénd de la eformée modaled, et de I'amplitude des efforts surfa-
ciques.

Laréponse de la plaque eegime permanent est alors gouvegrpar (i) les modes exeit directe-
ment lorsqué? est proche de leurdéduence deesonance, et (ii) par les modes egsithdirectement
par une combinaison desonances. Les autres modagerituellement impliges dans leggime tran-
sitoire, voient leur amplitudeattatre vers une valeuragligeablea cause de I'amortissement.

5.1.1 Relations de esonances

On pourrait montrer, par exemple par une analyse conduite avestteod€ degchelles multiples
du syseme (4.62) [74], ou avec ladlotie des formes normales [65], que lorsque plusieepiehces
propres de la plague sont commensurables, les modes correspondants sont fortemesietcopit’
dits étre enrésonance interneCela se manifeste lorsque le s#ste est enagime libre par des
échanges @hergies continus entre les modes esoriances internes. Les relations dsoriances
dépendent de I'ordre de la non-iafit. Dans notre casuda plaque esh hon-liréarig cubique, des
résonances internes ont lieu dans les cas suivants :

Wy X Wy, Wy 3wy, W >2wgtwy ws™wEwgEwy, (5.2)

Dans le cas o le syseme est fore’a la pulsation), descombinaisons deesonancesvec()
peuvent menea Une Eponse du syste impliquant plusieurs modes. La formule suivapsime les
résonances internes et combinaisonsad®nances possibles :

pQ=ajwi +asws + ... +anwy, PEN, a, €Z (5.3a)

N
P+ lan|=M+1, (5.3b)
n=1

ou N est le nombre de degrde liber€ du systime etM I'ordre des non-liearigs. Le nhombre de
modes en combinaison desdnance avel est donc borapar I'ordre des non-liggri®s : dans le cas
de la plague, 3 modes au maximum (et par suite, 4 au maximuresemance interne, avec= 0)
[74]. Des exemples de combinaisons @sanances quadratique® (= 2) dans les gongs ordté
exXpoEs aux paragraphes 2.4.3 et 2.4.4.

Il est donc mcessaire d’examiner la valeur desdguences propres du sgste que 'on dsire
étudier, pour enelduire déventuelles relations desonances. On peut alorsgiiger dans le systhe
(4.62) les contributions des modes qui ne sont ni exaitirectement par les efforts exgurs, ni en
relation de €sonance.

5.1.2 Cadre de notrectude

On va s'in€resser ici aux casuda valeur de est choisie voisine d’une pulsation propge=
wgp, de la plaque, si bien que le mode correspondant esteedicgttement. Nous ne consigrons ici
gue les €sonances internds: 1, qui mettent en jeu deux modes de pulsations propres sensiblement
égales, c'est-dire lorsque :
w1 =~ wa.

Ce cas corresporalla premére desquations (5.2). Leesonances d’ordres senpéurs ne seront pas
etudiées, et le lecteur est renv@ux travaux de Nayfebt al sur les plaques circulaires encasts’
en vibrations axisymtriques [109, 46] et asyatriques [110], qui consatent des combinaisons de
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Mode (,n) Win I" (axisym.) I" (asym.) Nombre de ternfes
2,0 5,093 - 1,898 3
0,1 9,175 8,575 - 4
3,0 11,90 - 17,03 4
1,1 20,58 - 31,83 5
4,0 20,97 - 70,72 8
2,1 35,21 - 70,01 9
0,2 38,61 164,4 - 4
0,3 87,92 1078,0 - 6

8Nombre de mode®, (Cf. Eq. (4.64)) pris en compte dans le calcul reriglie des coefficients
pour obtenir une mcisiona 4 chiffres significatifs.

TAB. 5.1 —Fréquences propres;,, et coefficient’ (coefficient des termes nondaires dans (5.4b)
et (5.5b,c)) pour quelques modes, issus d’un calcuEnigime aveeATLAB . Leswy, proviennent de
la résolution nurarique de lequation (4.28), et le calcul ddsest pésené en annexe D. Les modes
propres utili€s dans ces calculs sont ceux du paragraphe 4.3.

résonance avec trois modes propres. Parequnant, seules legjuationsegissant les oscillations des
modes propres dedguence proche de sont consergés dans le sysine (4.62).

Lorsquef est proche de la pulsation proptg, d’'un mode axisyratrique, on suppose que seul
ce mode a uneeponse mpondrante enagime permanent. Le syshe (4.62) seaduit alorsa’ une
seule€quation, de sorte que le prebhe devient :

w(r, t) = ROn (T) Q(t)a (54&)
G(t) + wing(t) = e [-Tq(t)* = 2p0ng(t) + Q cos Q] . (5.4b)

ou I'expression deRy, () est dfinie a partir desequations de Bessel au paragraphe 4.3.1. Le seul
coefficient,I' = I',nea, €St calcud en annexe, paragraphe D.1.1, et les valeurs correspondantes sont
indiquées tableau 5.1.

Rayon nodal de la configuration 2 Rayon de la configuration 1

Mode (2,0) Mode (3,0) Mode (1,1)

FIG. 5.1 —Position des rayons nodaux des deux configurations pour 3 modestagques, dans le
cas d'une plaque parfaite. Les positions des surfaggsd’excitation sont aussi indiges, de sorte
que seules les configurations 1 sont directementeesit

Lorsquef2 est proche de la pulsation propsg,, k£ # 0, d’'un mode asymetrique, les deux configu-
rations peférentielles®;,, et or,,, Orthogonales, sont susceptiblesttEs excites. Les dformées
modales correspondantes padsntk rayons nodaux et cercles nodaux, et laeme @&fpendance en
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r. En revanche, les rayons nodaux de I'une songesitur les ventres de l'autre (lafdfmée de l'une
se dduit de l'autre par une rotation d’angtg¢2k). Pour simplifier le prot#ime et mieux identifier la
reéponse vibratoire de la plague, on suppose que la suffacest centee sur un rayon nodal de la
configuration 2, si bien queeule la configuration 1 est exagtdirectemente qui est illuste’sur la
figure 5.1. Le prol@me s&crit alors :

w(r,8,t) = Rin(r) [q1(t) cos kO + q2(t) sinkd)], (5.5a)
Gi+wi,q=¢ [F (qi’ + q1q%) — 2Ugn g1 + Q1 cos Qt] , (5.5b)
Go + win g2 = € [T (g3 + q72) — 24k Go] - (5.5¢)

ou Ry,, k # 0 est dfini & partir deseguations de Bessel au paragraphe 4.3.1. On peut remar-
quer que les coefficients des termes nordiinés dans lesquations pEéédentes sont tousgaux,

et que les termeg; et ¢°q> dans (5.5a) et et ¢¢2 dans (5.5b) n'apparaissent pas. Ceci est une
cong€guence de lagpfendance egin et cos des &formées modales, de sorte qu’elles sont parfai-
tements syrafriques I'une par rappoe lautre. Cette propeté a dja été obseree par Efstathiades
[35], et la Emonstration es#crite en annexg D.1.1). Ce €sultat peut probablemeeatréétendu aux
coques minces devolution, et en particulier aux gongs et aux cymbales. Les valeurs des coefficients
I" sont indiqees dans le tableau 5.1.

5.2 Vibrations de flexion axisyngtriques

Les vibrations axisymtriques unimodales de plaques circulaires et@tétudiges fEquemment
par le pass. On peut citer deurtudes [132, 50], foreEs sur la formulation du pradie dfinie
par lesequations (5.4a,b), sans amortissement, eetudient la €ponse de la plague sur son pre-
mier mode axisyratrique. La @formée modale de ce dernier est appreelpar un polyaime dont les
coefficients sont ajust avec la rathode de Galerkin. Yamaki [132] propose wiade relativement
exhaustive, en explorant plusieumsagigtries (rectangulaire et circulaire) et plusieurs conditions aux
limites (bord encastr;i.ew = w, = 0, ou simplement suppa@ti.ew = M,, = 0, avec dans chaque
cas le @placement de membrane impadll, i.eu = 0, ou sans effort, i.é\V.,, = 0). Le déplacement
transverse statique, des courbes elriance eregime for@ et 'évolution de la fequence des os-
cillations en €gime libre sonefudiées. Kung et Pao [50] proposent ueieide similaire pour une
plague circulaire encagte,étoffée de validations exgsimentales. letude propose ici s'inscrit dans
la continui de ces travaux, puisque I'amortissement est pris en compte, et les conditions aux limites
sont imposes libres, ce qui n'a pad trai€ auparavant. Le cas d’'oscillations sous-harmonique axi-
symetriques afé trai€ par Yasuda [135] en utilisant une approche similaila notre.

5.2.1 Solution perturbative en gime fore

L equation du mouvement (5.4b) est une classepueation de Duffing foreé. On utilise ici une
méthode perturbative pour ertgrminer une solution approedlorsque (EqQ. (4.14)) est petit. Ces
techniques consistent consi@rer que les termes non-taires et 'amortissement ne sont que des
petites perturbations deskjuation litari€e correspondante, dont on connait une solution analytique.
On utilise ici la méthode degc¢helles multiples [74, 65]. Pour cela, on introduit plusieaaiselles de
temps :

T,=¢e"t neN, (5.6)

et la solution est cherele sous la forme d’une¥eloppement en puissances:=de
q(t) = qO(T[),Tl, .. ) + 8(]1(T[),T1, .. ) + 82C_Z2(T[),T1, .. ) + ... (57)
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On mesure Ecart entre la pulsation d’excitation et la pulsation propre par le petrem, défini par :
Q =wg + eo, (5.8)

ou on a not'wy = wy,,. Les drivées temporelles strivent :

d

%:D0+5D1+52D2+..., (5.9a)
d
-5 = D§ +2eDoDy +¢€” (2DgD2 + D) + ... (5.9b)

ou D, = 0/0T,. Par substitution desquations (5.7), (5.8) et (5.9) dangduation (5.4b), et en
identifiant les puissances deon obtient le systime suivant :

ordre 1: D3qy+ wiqo =0 (5.10a)
ordree : D[Q)ql + wgql = —2DgD1qy — I‘qg’ —2uDoqo + Q cos(woTy + oTh) (5.10b)

oU 14 = gy. La solution grérale de (5.10a) etrit :
qo = A(Ty) exp(iwoTp) + cc, (5.11)

ou A est une fonction complexe dg a déterminer, etc désigne le complexe conjugudu terme
précédent. Par substitution de (5.11) dans (5.10b), on obtient :

D3qi + wiqy = —2i [wo(A' + pA) + 3FA2/1] exp(iwoT))
) ) (5.12)
— DA exp(3iwyTy) + 5 Q exp [i(woTh + oT1)] + cc,

ol A est le complexe conjugude A, et A = D; A. On remarque alors qu’un termesonant(c’est

a dire un terme correspondantin foragea la frequence deasonancey de I'oscillateur considre)
apparait dans €guation (5.12). Cela introduit un terme non beddns la solution de (5.12), appel”
terme €culairg qui donnea cette solution une validitlimitée dans le temps. On obtient une solu-
tion uniforme en temps en annulant le facteur du teresnant. On obtient alors tondition de
solvabili€ [74, 65], qui donne une relation sur le paretme libre A, comme suit :

-1
2iwy (A’ + pA) + 3TA%A — 5Qexp(ioTy) =0 (5.13)

On note : )
AT) = §G(T1) exp(if3(T1)) (5.14)

ou ¢ et 3 sont des fonctionsee€lles, ce qui permet degarer la partie imaginaire et la parteeiie de
(5.13):

a' = —pa+ LQ sin(oTy — ) (5.15a)
2 wo
af' = §£a3 _le cos(aTy — f3) (5.15b)
8 wWo 2 wWo

Onrend alors le systne (5.15) homogrie avec le changement de variable o7/ — . On S’intéresse
de plus auegime permanent, c’esi-dire lorsquel = «' = 0, ce qui sEcrit :

1
pa = 1@ sin+y (5.16a)
2 wo
r 1
ao — §—a3 = _le COS 7y (5.16b)
8 wWo 2 wo
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CHAPITRE 5. REDUCTIONA UN MODE

Enélevant au cag cesequations, et en les ajoutant, on obtieagliation implicite suivante, donnant
I'amplitudea en fonction du paragtte de ésaccord :

2
a? = Q—2 (5.17)
4wy

si bien que la solution dedquation (5.4b) est, au premier ordre et egime permanent :
q(t) = acos(Qt —v) + O(e) (5.18)

soit encore

"w(r, t) = a®gy (1) cos(Qt — ) ‘ (5.19)

aveca défini par (5.17) ety par (5.16a,b).

Hystérésis et plenomenes de saut

Backbone curve

N
N o

Amplitude a
-
3

Déphasage y [mrad]
o
[6;]

-10 -5 0 5 10 15 20
Désaccord o

FIG. 5.2 —Amplitude et phase de la solution d'un oscillateur de Duffingéfercégime permanent,
a amplitude constante, en fonction cepiasagec = Q — wy

Ainsi, au premier ordre, c’esd-dire pour des amplitudes de vibration pas trop importantes, les
oscillations sont sinusdales. LegVolutions de: ety en fonction der sont repesenges sur la figure
5.2. On constate que pour certaines valeursrdeois valeurs de: sont possibles. Unetide de
stabilitt montrerait que parmi ces trois solutions possibles, seules deux sont stab)désIgsi$ont
tracdes en trait plein sur la figure. Eagime permanent, le syshe se stablise sur I'une ou I'autre

!Les pointsA et B sont des points de bifurcatioreud-cqlqui fait appargte une solution stable (un nceud dans le plan
de phase) et une solution instable (un col) [117]. Ici, 'apparition des deux solutions se fait pour une augmensatian de
point B, et une diminution de au pointA.
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FIG. 5.3 —Courbes de&sonance de l'oscillateur de Duffing pour plusieurs valeurs des gdiras

Q, v etT" (de gauché droite).

des solutions stables, en fonction des conditions initiales. Cetal'®sigine de plghonenes de sauts
liesa un comportement en hgsésis, lorsque I'on fait varier lentement laeffience d’excitatiorg
amplitude d’excitation constante. Celagjaété évoqle au paragraphe 2.4a2propos du gong, pour
lequel on observe uneponse similaire, et une validation expnhentale sera propese’au chapitre

suivant § 6.2).

La figure 5.3 montre des courbes @d@sohance pour plusieurs valeurs des pata@s. Lorsqué)
varie, le somme# de la courbe deasonance eCrit une courbe qui est apgel couramment “back-
bone curve? [74]. Elle est repesente sur la figure 5.2. Lorsque varie, c’est aussi la “backbone
curve” que @crit le pointA. On remarque aussi que la valeurldenpose l'incurvation ghérale de
la courbe, et que la valeur de 'amplitude maximum atteignable par leragste épend pas dE.

D’un point de vue physique, pour une plague deanSeule la figure 5.8 gauche a un sens,
puisque(@ est le seul paragetie que I'on peut faire variey; et I" étant imposs pour chacun des
modes. De plus, tous l@ssont positifs dans le cas des plaqués Tab. 5.1), si bien que les courbes
de Bsonance sont toutes incees vers les &juences positives. Le cas des gongs apparains
simple, puisque certains modes sont raidissdhts () et d’autres assouplissanis & 0, Cf.§ 2.4.2).
Onétudiera cette propeté en fonction de la courbure au chapitre;®(2)

Distorsion harmonique du signal de vibration

Avec l'annulation des termesesulaires au premier ordre, la solutioergfale de l[Equation

(5.10Db) s&crit :

rA3

q1 = — exp(3iwyTp) + cc.

2
4wy

2Cf.note 6, p. 40
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de sorte que, eregime permanent :

3
q(t) = acos(Qt —v) + 532% cos(3Q — 3v) + O(£?). (5.21)
0
a et~y sont ici des fonctions d& etTh, car on doit allel’un ordre su@fieu? si on veut tenir compte
de I'harmonique3. Nous n’expliciterons pas les valeurs @et . Les effets du second ordre seront
évoqLes lors de KEtude du egime libre, au paragraphe suivant.

Cela nous permetaanmoins de constater que les noredins introduisent une distortion du si-
gnal de vibration en ajoutant des harmoniques, qui sont dans le cas de la plaque, uniquement d’ordre
impair (de féquences(?, 512, etc...). Cela est directemene & I'absence de non-ledrigs quadra-
tiques dans Bquation (5.4b), elle-erhe léea I'absence de courbure de la structure. En revanche,
les signaux meses sur le gong eregime for&, et expos$ au chapitre 2(2.4) pgsentent tous un
spectre complet. Cela montre encore une fois quedgmfions dcrivant les vibrations du gong, et
plus ggréralement de coques,gséntent des termes quadratiques, geeot'une distorsion harmo-
nigue compéte.

5.2.2 Solution perturbative en iegime libre conservatif
En régime libre, [équation 5.4b devient :

G(t) + wiq(t) = —eTq(t)*. (5.22)

On utilise A encore la rathode descéhelles multiples. Lesduations (5.6), (5.7) et (5.9) restent
valables. Le sysime (5.10) fcritici :

ordre1: DZqo+ wiqo =0 (5.23a)
ordree : ngl + wgql = —2DgD1qy — Fqg (5.23b)
ordrec? : D2gy + wigy = —2DgD1q1 — (D? + 2Dy D3)qo — 3Ugaqu (5.23c)

Les ddveloppements calculatoiresant omis pour plus de concision (on peut les trouver dans [73]),
on obtient :

T 3
q(t) = acos (Wt + Bo) + 5—32a 5 cos (3wt + 3fo) + 0(e?), (5.24)
Wo
s 3, 1512, , 5
W= wy 1+8—w§€a _%w_ég a*| + 0(e?) (5.25)

Ainsi, la pulsation des oscillations libregpénd de I'amplitude, ce qui a@ ét obsere pour le
gong au paragraphe 2.4.

“Backbone curve”

On va montrer dans ce paragraphe que la “backbone curve” de la figure 5.2 est en fait la courbe
donnant la pulsation eregime libre en fonction de I'amplitude. La “backbone curve”, rappelons-le,
est le lieu dans le plasa/o du sommet de la courbe destnance. lquation (5.17) €crit :

3T , Q?
=_—qa’+ — p?
8w0a 4a’wd a

g

(5.26)

34 et~ sont solution d’'un systhe dynamique plus complexe que (5.K5)ita partir des conditions de solvabiditie
I'ordre €2, que I'on peut trouver notamment dans [78]. La valeur limitenden €gime permanent issue de ce sysé
dynamique ®trita = aop + a1 + O(e?), aveca la solution du syste (5.16). C'est pour cette raison que lorsqu’on tient
compte de I'harmonique 3 issue gg il faut aussi tenir compte des conditions de solvadilittroduites par Equation en
q2. Cela apporte une faible correction symdu méme ordre de grandeur que I’harmonique 3.
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Mode (0,1) Mode (0,2)
15 ; ‘ 1.5 ‘ :
2éme ordre inclu 2&me ordre inclu

< <

§E 1t ;E 1t

I |

) )
© ©

2 2

go5} g05
< <

Solution au ler ordre Solution au ler ordre
0 : : 0 : : : :
1 1.5 2 2.5 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Pulsation - w/wo Pulsation - m/ooo

FiGc. 5.4 —“Backbone curves” pour les deux premiers modes axétsiques de la plaque, avec ou
sans les effets du second ordre.

Le sommetA correspond au pointwles deux solutions somgales, c’es&-dire al la racine caeé
est nulle. Les coordom®s du pointd sont alors :

Q _ 3T

= = — 5.27
L"equation de la backbone curve est obtenelenihant( :
8 w
2 _°%X0
Gy =304 (5.28)

En utilisant I'equation (5.8) avef = @, on obtient la relation donnant la pulsation des oscillations
libres en fonction de I'amplitude, tronqée au premier ordre :

@ = wy [1 + 3—era2] + 0(£?) (5.29)
8wg

Cette prop@t est tes ineressante dans des conditionsexkpentales, car elle permet de mesurer
la pulsationw des oscillationgibres d'un sysemea partir du sommet de la courbe desohance,
mesuge en ggimeforcé. Cela permet en outre d’obtenir une estimatiorudeour chacun des modes
d'une structure, grandeurs difficiles mesurer en oscillations libres. C’est de cettefaque les
mesures du paragraphe 2.4.2aih éffecti€es.

Les remarques prédentes sont valables,condition que I'amortissement soiesr Taible, car le
calcul de la solution eregime libre aeté effect a partir de [Equation (5.22), qui est conservative.

Effets du second ordre

En vue de revenir aux grandeurs physiques, on rappellefiaition dee (Eq. (4.14)) etw
(Eq. (4.11)):
h? h?
w=—Fw, &= 12(1 — ) —. (5.30)
ou L désigne le rayon de la plaque. Leglacement en tout point de la plaqueasit :

2
w(r,t) = f.ROn(’)").Q(t) (5.31)
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de sorte que leeplacement du centre de la plaque est,egjime libre :

)
w(0,t) = wp, [cos (Wt + Bo) + % (me>2 cos (3wt + 3[30)] , (5.32)
- 91 —v2) T fwm\2  135(1 — )2 T2 fwy,\4
©m [1 T (T) B T (T) ] (5-33)
ou
h2
wn = 7 -Fon(0).a (5.34)

La figure 5.4 permet de comparer la solution au premier ordre, et celle avec le terme au second
ordre inclu. On s’apemit que I'incurvation de la courbe est moins proneea’mesure que I'ampli-
tude augmente, et ainsi que le “raidissement” duesyst est moindre. Cependant, cela ne veut pas
dire que pour une certaine amplitude, le syst va devenir assouplissant, ce qui pouwrti tEduit
de la figure 5.4. En effet, les effets des ordresesiguirs viennent contrecarrer les effets du second
ordre, et neée si la courbure des “backbone curves” est meglifiar les effets des ordres supurs,
le comportement reste raidissant. En revanche, on verra au chagjt8e4d ue des systnes assou-
plissantsa faible amplitude deviennent raidissanforte amplitude. Une mesure eqphentale des
“backbone curve” permettra de valider le2pent modle théorique au chapitre suivarit 6.5.3).

5.3 Vibrations de flexion asyn&triques

Ala difference des vibrations axisgtniques, peu @fudes concernent les vibrations agyritjues
de plaques circulaires. Malgia relative complexé des calculs par rapport au cas axigymaue, il
est important d'aborder les vibrations asstnijues dans ce travail, en relation avec le fonctionnement
des gongs et des cymbales. En effet, la maat@s modes des structures de type gong et cymbale sont
asyngtriques (on compte notamment presque 10 modesetsigmés pour un mode axisyatrique en
basse fequenceCf. Fig. 2.5-2.7, 4.1, 4.2.). Les observations espientales du chapitre 2 montrent
de plus que les vibrations du gong sont goueesprincipalement par les modes astigues.

La principale contribution sur le sujet est offerte par Tobias, Arnold et Williams qui sont les
premiersa avoir consié@fé le couplage entre les deux configurationsf@@éntielles d’'un mode asy-
métrique. lls ontetudié le comportement de disques en rotation, eneasaiti centre et librea °
I'exterieur. Leursetudes ont fait I'objet de plusieurs publicatioadafois ttéoriques [119, 131, 130]
et ex@rimentales [121, 120], qui montrent et expliquent I'apparition d’'ondes progressisekarit
d'un couplage entre les deux configurationgferéntielles en egime non-limaire. Leur modle
théorique ®glige les effets de I'amortissement. Une contribution majeure est agppar Efsta-
thiades [35], quietablit un moele thréorique qui prend en compte degeres imperfections de la
plague. Son maele, également conservatif, utilise legjdations de Von-Krman et la proedure de
Galerkin pour @terminer les dformées modales. @&inmoins, le couplage entre les configurations
préférentielles n'est pas abardOn peut citer aussi deux contributions plus succintes, de Dugdale
[33], qui prend en compte I'amortissement dans un ele@die disques en rotations, et Irons et Ken-
nedy [49] qui€tablissent un madé de plaque aveepaisseur variable. Plusgémment, le mazle
d’'Efstathiades &t appliq a I'etude d’ondes progressives sous-harmoniques [77]. Les vibrations
asyngtriques de plaques circulaires impliquant plus de deux modesfoaboraes par peu de tra-
vaux. On peut citer la contribution remarquable de Srigtal[110] qui offre unestude systmatique
des combinaisons desbnance, et celle de Lobizal[63] qui prend en compte desa@gularigs dans
la géon¥trie de la plaque. Elles utilisent toutes les deux une approche sindlaite que nous uti-
lisons, avec une solution develagpsur les modes propresdires et appro@e par la rathode des
échelles multiples.
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Le cas pesent degSonance interne: 1 entre deux configurationsgférentielles a des analogues
dans le cas des plaques rectangulaires, qesgutent aussi des mode=géiéréd. Ce probéme est
décrit par un sysime de deurquations similairea (5.5), qui et étudié par Yasuda et Asano [134]
et de faon trés comptte par Chang, Bajaj et Krousgrill [23]. Yasuda et Asano se sositdats plus
particulierement au caswles deux modes soegalement fore$ (4 ~ @Q-2), pour des membranes
rectangulaires, et Chargt al ont conduit uneefude exhaustive sur les bifurcations, erglijeant
parfois 'amortissement. Le cas de I'excitation paedrigue du plan moyen d’'une plaque @t
étud@ par Yang et Sethna dans [133].

Les paragraphes 5.3.2 et 5.3.3 sont principalemestaiix travaux de Cyril Toez et seules
les grandegtapes de calculs et les principawesultats sont expes’ici. En particulier, soretude
est mere dans un cadre plugiggral qu’ici, al les coefficients des quatre termes nomrdiinés du
sysEme 5.5 sont choisis dédfents. Le lecteur est renvewu travail de tese de C. Touz[122] eta
[125] soumise pour publication, pour plus degisions. Ici, seul le cas d’une plaque circulaire avec
de faibles imperfections est consid.

5.3.1 Influence deégeres imperfections de la plaque

Mode (2,0) Mode (3,0) Mode (1,1)

FiG. 5.5 —Décalages angulaires des rayons nodaux des configuratiéfésgmtielles, par rappora
la situation parfaite (Fig. 5.1), dans le cas d’'une plagéelle.

En situations ex@fimentales usuelles, une plaque suggoparfaitea priori présente toujours
des féquences de configurationseféfentielles ¢gerement dif€rentes. On observe d’autre part que
les dBformées modales correspondantes ne sont pas exactemeetrigy®s I'une par rappor °
l'autre : il existe toujours de petits anglgs et ¢, entre les rayons nodaux des deux configura-
tions peférentielles et ceux de la situation parfai@.(Fig. 5.5, chapitre 6 et [121, 35, 114]). C'est
pour cette raison que dans lesva@loppements magimatiques qui suivent, deseffiences propres
distinctesw; etws, avecw; ~ wo sont asso@és aux deux configurationsgigrentiellesd, = &4,
etd, = ®y;,. Les dcalages angulaires sont introduits comme suit dans I'expressiorfteméés
modales :

®7(r,0) =Ry (r) cos(kO + ¢1), (5.35a)
®5(r,0) =Ry (r) sin(k0 + ¢2). (5.35b)

“Dans le cas des plaques rectangulaires, du fait de krdifte de longueur entre I'un desett 'autre, il peut y avoir
des modesa tEformées modales difentes qui ont desdjuences propres voisines. Par exemple, une plaque de dimension
a x bavech = 1.63a a ses mode€l, 2) et(3, 1) de fréquences voisines$r, n) est un mode comportant ligne nodales
normales au cetde longueun etn a celui de longueus) [20].
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Le déplacement transversal devient al@gartir de [Equation (5.5a) :

w(r, 0,t) = Rin(r) [q] (t) cos(kO + ¢1) + g5 () sin(kO + ¢2)] (5.36a)
= Rin(r) [a1(2) cos(k0) + ga (1) sin(k0)] (5.36b)
avec
g1\ _ [ cos¢r singo q
(QZ> N (—Singbl cos¢2> (qé‘) (5.37)

Il apparait alors que le syste (5.5b,¢), avec deux pulsations propredifitesy etw- est suffisant
pour cEcrire la dynamique de la plagueelle. En fait, en connaissadgtet ¢ a partir de (5.5b,c), il
suffit d’'inverser la relation (5.37) pour obtenjr et ¢;, et de les remplacer danstjuation (5.36a)
pour finalement obtenir legplacementy en tout point. Les valeurs de, ws, ¢1 et ¢o peuventetre
mesuges directement sur la plagueetie.

Parmi des imperfections possibles, outre les inhcenéigés dans la structure de la plaque (masse
volumigue et constanteddstiques non uniformes) et lesfdlts dans les dimensiorep@isseur non-
homogene, @faut de circularé’du bord), on peut citer des cas pratiques couramtsnoest ames”
pour les besoins des espénces Cf. chapitre 6, [114])a briser la syrafrie de la plaque. Des trous
sont souvent@cessaires pour la fixation de la structure, ce qui brise@m@coup la sysitie circu-
laire des conditions aux limites. Des masses additionnelles, telles dudéracetres et des aimants
peuventetre colBes sur la surface de la plaque. Le mledpesent” dans ce paragraphe n’apporte
gu’une correctiora’la tréorie de la plague parfaite. Il n'est en patrticulier pas valable lorsque les im-
perfections cites plus haut brisent de fat non rEgligeable la symitrie de la plaque. Dans le cas
inverse, le calcul desadbrmées modales, et en particulier I'hypete de sparation des variables ra-
diale et axiale (4.21), ne sont plus valables. Un calcubffanénts finis est alors une solution possible
[63].

Enfin, pour eécrire plus peci€ment les observations eximentales qui seront expess au cha-
pitre suivant, on impose un faible f@age(), de la configuration 2. Le probine s&crit alors :

w(r,0,t) = Ry (r) (qu(t) cos kO + qo(t) sin k), (5.38a)
q + w% q =c [—I‘ (qi)’ + qlqg) —2uq) + Q1 cos Qt] , (5.38h)
G+wig=c¢ [—F (qg’ + qzq%) — 21 ga + Qo cos Qt] ) (5.38c)

5.3.2 Couplage non-liteaire entre les deux configurations peferentielles
Calcul de la solution

On utilise une nouvelle fois la ethode degchelles multiples. D’'une magrié analogue aux cal-
culs du paragraphe 5.2.1, une solution duesyst (5.38) est cherelk’sous la forme de :

ql(t) = qH(To,Tl) + 6Q12(T0,T1) + 0(62), (5393)
QQ(t) = (21 (To,Tl) + 6QQ2(T0,T1) + 0(62). (539b)

En substituant ces expressions dans (5.38b,c), et en identifiant les puissasnoas detient

ordre1: D3qi; +wiq =0 (5.40a)
Dijgar + wigz =0 (5.40b)
ordres 1 Diqiz + wigia = —2DoD1qi1 — T (g} + q11931) — 2uDog11 + Q1 cos Ut (5.40c)
D(Z)Qm + w%Qm = —2DyDygo; — T (q§’1 + q21q%1) —2uDgqo1 + Q2 cos Ut (5.40d)
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La solution du systme (5.40a,b) est :

q11(t) = A1 (Th) exp(iw1 Tp) + cc, (5.41a)
qo1(t) = As(Th) exp(iweTy) + cc (5.41b)

ou A; et A; sont des fonctions inconnues @ig etcc désigne le complexe conjugulu terme qui le
précede. On introduit alors les deux paraires de d5accordy etos :

wo =wi +eo1, Q=w+eoo. (542)

o1 mesure le dsaccord entre les deux pulsations propsest we, et oy celui entre la pulsation
d’excitation{ et la premére pulsation propre,. On supposera dans la suite, sans perteetérglité,
gquew; < wo. Dans un cas de plaque parfaite, oty a= 0.

En substituant les relations (5.41) dans (5.40c,d), et en annulant les texxtnésrg's pour obtenir
une solution valide uniforerment en temps, on obtient :

—2iw1 (All + ,U,Al) — 3FA%A1 — FA2(2A1A2 + A1A2€2i01T1) + %eiUQTI =0, (5433)

—24wy (Al + pAy) — 3T A2Ay —TA (2424, + AgAje” 21Tty 4 %ei(@—“lm =0, (5.43b)

ou (-)" désigne la dfivation par rapporaT;. Leséquations poéédentes sonesolues en introduisant
les notations suivantes :

AL(T}) = San(T3) explify (1)) (5.44a)
As(T) = Zaa(Ty) exp(ifia(Th), (5.44b)

ou les amplitudesy; et phase®; sont des fonctionse€lles del;. En substituant (5.44) dans les
conditions de solvabil@(5.43), et ergalant parties imaginaires et partiesltés dans leasultat, on
obtient un sysgtie dynamique qui gouverneVolution de I'amplitude et de la phase de épohse.
Il peut étre rendu autonome par le changement de variable

Y1 = 0911 — bh, (5.45a)
Y2 = (02 — 01)T1 — bs. (5.45b)
On arrive finalemena :
r 2
a] = —pai + 1% sin2(y2 —y1) + % sinyj, (5.46a)
1
3T TCaja? Q1
ary) = o2a; — S—MG:{’ - 8w12 (24 cos2(y2 —m)) + 20y SO T (5.46b)
T 2
ahy = —pag — G201 sin2(yo — y1) + 2Q—2 sin yo, (5.46¢)
w2
3T Laga’?
asyy = (09 — 01)as — @a% — %(2 +cos2(y2 —m)) + % COS Y2. (5.46d)

Dans un cas@réral,(); n'est pas obligatoiremenegligeable devar®;, ce qui signifie que, et
as sont tous les deux non nuls dtlide de ce cas oblige a coreidf le systime dynamique piddent
dans son irggrali#, et les calculs analytiques deviennent difficiles. En revanche, (g ca$) permet
d’aller plus loin dans leselieloppements analytiques et ainsi égaljer des interptations simples
du comportement de (5.46). Ce cas a deticétudié en dttail dans [125]. Le casw() est non-nul
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et faible sera tra@’avec unegéolution nurafique au chapitre suivant, pour comparer le pled des
résultats expfimentaux.

Le syseEme dynamique (5.46) est @ade comportements vas, comme des oscillations sur cycles
limites et des solutions chaotiques [122, 23]. Dans kEsenteetude, nous nous sommes restreints
au cas a'la configuration non directement exadt’gagne de éhergie par couplage interne non-
lineaire. De plus, les expiences sur des plaques circulaires ou sur le gong ou des cymbales (Chap. 2,
[124]) montrent qu’une combinaison desdnances appatavant que les comportements chaotiques
prédits par la €solution de (5.46) soient effectivement obssnJInestude neticuleuse de (5.46) est
propo®e dans [23].

Solutions en iegime permanent

1

18

16 Solution 1bDL. pour a;

\

14

Amplitude

0 1
-100 0 5 100 200 F 300
0,= (Q—ooA)/s

FIG. 5.6 —Courbe de esonance #oriqgue montrant la zon&, la solution 1ddl et les solutions
coupkes stableg, etas. Traits pleins : solutions stables, traits interrompus : solutions instables.

En régime permanent (lorsque leset v; sont des constantes) et lorsqile = 0, le syseme
(5.46) devient :

T 2
pa = 993 sin 2(y2 —m) + Qu sin~yi, (5.47a)
8(.«)1 2(.«)1
3T , Td}
= — —=(2 2 — — 5.47b
o= goar + 8w1( +cos2(y2 — 1)) Swrar ST ( )
TLasa? .
[ag = —ﬁ sin 2(y2 — 1), (5.47¢)
3T La?
09 — 01 = 8—u12a%+8—(.d;(2+(:082(72 —’71)). (547d)

Enéliminant les angles dans le sgsté pecédent, on obtient deuaquations reliant les solutions
en régime permanent, c’esi-dire les points fixes de (5.46) dans I'espéeea;, ay). Ces relations
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sont :
Q% 9 9 wga% 2 3 4 a% wga% 2
T2 = n-ay |:1 + 2:| + |:—a1 (—4 — 1> + oqa71 + 2(01 — 02) s (5.483)
4wy wiaj 8wy aj w1a1
3r 9 9 2 9 I‘Za‘lL
|:02 — 01 — 8—(,‘)2 (3@2 + 2@1):| + n = 64(,‘)% . (548b)

Avec a; = 0 dans [équation (5.48a), on retrouveetjuation (5.17) permettant detéfminer les
points fixes de (5.15)gissant la dynamique d’'un sgstea un dege de liber€. Donc, siz = 0, la
configurationl a le comportement du syshea 1DDL décrit au paragraphe 5.2.1. &ten fonction
de oy, est dcrit par la courbe deesonance de la figure 5.2, repenge aussi sur la figure 5.6. Cette
solution sera dSigrée “solution DbL” dans la suite.

Les solutions cougkés (c’esta-dire lorsques # 0) sont solutions du sysie 5.48 entier. Les so-
lutions communes aux deequations, lorsqu& = 0, constituent donc la jonction entre les solutions
avecay # 0 et la solution bpL. La relation (5.48b) donne ainsi le lieu, dans le plana, as = 0),
ou les solutions coupks peuvent prendre naissange—= 0 rempla& dans (5.48b) donne les deux
relations :

oy =01ty [ (5.49)

qui corresponderd deux courbes dont l@uhion est naéC sur la figure 5.6.

On peut montrer [122, 125] que la courBedéfinit une Egion R & l'interieur de laquelle la
solution IbL devient instable, par bifurcation fouréhau profit d’une solution stable aveg non-
nul, qui se @veloppe hors du plafv, a;,a, = 0). Cette solution sera nonee “solution couge”
dans la suite, et laegionR “region d’instabilig”. Les calculs de stabiitsont meas en examinant
le signe des valeurs propres du jacobien duesystdynamique (5.46).

Ainsi, la régionR appar# déterminante pour proir 'occurence deagime coupd”entreq et
g2. Cela est illuste’sur la figure 5.6, wles solutions coupkEs one# détermirées par uneasolution
numériquea partir du logiciebsTooL[45]. Lorsqu’on fait crafre o, la solution coupde se éveloppe
a partir de la solutiondpL lorsque celle-ci entre dans dans &gidonR, c’esta-dire poursc = 4.
Cette solution cesse d’exister pagr= &, une valeur impossibla déterminer analytiquement. Il est
important de noter que la valegrne correspond pas une€ventuelle sortie de la solutiombL de
la régionR, puisque la solution coup€ est hors du plafv, a;, a; = 0), et n'a donc plus de rapport
avec la solution dbL. On dcrira plus largement cette solution coeplau chapitre suivantucelle
sera comparéa des €sultats expfimentaux.

On verra au chapitre suivantebolution des phases des solutions ceepl LEquation (5.47c¢)
permet de peCiser que dans le cas d’'un amortissement nul, l&wdiffce de phase est strictement
égalea£/2, si bien que les deux solutions sont exactement en quadrature de phase. La situation
expérimentale expa@® au chapitre suivant sera non loin de ce cas, puisque I'amortissement dans la
plagueetudié est tes faible.

D’autres solutions coupBs sont possibles, mais on montre que la seule qui est stable est celle
décrite plus haut [125]. On verra au chapitre suivant que lorsguest non nul, refne faible, la
situation est moins simple.
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FIG. 5.7 —Influence du parastre de é@saccord interne sur la zone d'instabil&.wy = 5,T = 1.8,
Q1 =12, 4 =0.15,09 € {-3,0,3}, ¢ = 0.02.

5.3.3 Influence des pararatres

La valeur du paraette o; corresponda’l'intersection des asymptotes de la zone d'instadbilit”
avec l'axe desr, (Cf. Fig. 5.6). Les variations du paratméo; entrainent une translation de la zone
d'instabilité (Fig. 5.7).01 n'a aucune influence sur la courbe @ésohnancedpL.

Le paranetre d’amortissement, en revanche, influla Tois sur la zone d’instabiétéet la courbe
de Bsonance dbL. Une augmentation de I'amortissement a pour effet de diminuer la valeur de
I'amplitude du sommet de la courbe desonance, et aussi de remonter le sommetiiedit de la zone
d'instabilité. Cette dermre proprété n'avait pasete mise enevidence dans les travauxepédents
[23]. Le forcage@ produit un effet inverse sur l&sonance, sans influer sur la zone d'instahildés
propriétés sont illustees sur la figure 5.8.

L'action combirée des trois paraetres pecdents, dfermine si la courbe deesonance dbL
entre dans la zone d'instabéitrendant ainsi possible I'occurence d'une solution ceeiplAinsi,
lorsque les deux &uences propres sont trefpignées, ou s est trop petit, ow: trop grand, aucun
regime coupt'n’est possible.

5.3.4 Solution gnérale - Ondes progressives

A partir desequations (5.39), (5.41), (5.44) et (5.38a), &plicement en tout point de la plaque
est, au premier ordre :

w(r,0) = Rin(r) |ar cos(Qt — 1) cos kO + as cos( — ) sin kb|. (5.50)

w appar# alors comme leg$ultat de la superposition des oscillations des deux configuratiefésemtielles,
qui constituent chacune une onde stationnairee@guelques calculs; s’exprime sous la forme :

w(r,0) = Ryn(r) [a3(9) cos(Qt — ek — v3())] (5.51)

SEn un point de bifurcatiofiourche une solution stable devient instable, et donne naissard®ux solutions stables
symétriques (elle est qualéé dans ce cas daipercritiqué [117]. Ici, la solution DbL devient instable et donne naissance
a deux solutions coup€s avea» # 0, symetriques par rappod az = 0 (a2 et —a»; seule celle o'ax est positif est
repesenge figure 5.6).
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FIG. 5.8 — LUGNE SUFERIEURE : influence de I'amortissement; wy = 5, T = 1.8, Q; = 12,
p € {0.25,0.15,0.1}, 09 = 3, e = 0.02. LIGNE INFERIEURE : influence du forage @ ; wy = 5,

T'=18,Q; € {5,12,18}, u = 0.15, 05 = 3, & = 0.02.

ou a3 et~ys sont des constantes lors§ue — y1 = en/2, a; = +ay ete = £1. Le déplacementy

peut doncetre vu comme une surfaceedjlationR;,, () cos k6 animée d’un mouvement de rotation

a la vitesse angulair@/k autour de I'axe de la plaque, caredstique d’'une onde progressive tour-
nante Cf. Fig. 5.9). Elle tourne dans le sens horaire ou trigoatiigle en fonction du signe de

Sia; ~ *ay etyy, — v1 ~ en/2, a3 et~y sont des fonctions dont les variations restent proches des
valeurs lorsque; = tas ety, —y; = em/2, si bien que le mouvement est toujoerguivalenta une
onde progressive tournante, aeende battements (son amplitude et sa vitesse de rotation sont faible-
ment variables en fonction db. Cela aeté vérifié exgrimentalement au moyen d’un stroboscope,
et une onde progressive a clairemet# 6bseree lorsque les amplitudes des deux configurations
sont comparables. (Les deux configurations sont toujoessgroches de la quadratueecause de
'amortissement &5 faible § 5.3.2)). On retrouve ici lesesultats de Tobiaat al[121, 120].

SL'expression de:s et+ys en fonction de) est :

2 . . 5 ) 2a1az cos(yr —
as(f) = % al +a3 + \/(a% —a2)? + 4a?a? cos®(y1 — y2) cos (2k9 — arctan = Zaz _(112 72))
1 2

a2 sin(y2 — 1) sin k6
a1 cos kB + a2 cos(y2 — 1) sin kf

73 = arctan

— 121 —



CHAPITRE 5. REDUCTIONA UN MODE

=D

Iy

iy
=

=\l

NN

AN
TR N
T

=
IR

]
R,

FIG. 5.9 —Onde progressive tournante, pour le mode (5,0)

5.4 Effets non-linéaires de membrane
On a vu au chapitre 3 que les effets norehires gonmegtriques proviennent du chargement du

plan moyen de la plaqueud un d&placement transversal. Connaissant la solutionegladément

w(r,#,t) dans les deux cas de vibrations unimoda&eslés pec@demment, il est possible de calcu-

ler les effets non-liraires de membraneseés parw. Ces effets sont carari&s par les forces de

membrangV, les Eformations planega > = 0 et les &placements longitudinauk:
(5.52)

Up€yr + Up€p.

Ces guantis peuvent se calculerpartir de la fonction de forc' au moyen degduations (4.6) et
(4.7). Dans le casagiral, F’ s’écrit en fonction desvolutions temporelleg(t) des modes transverses
(5.53)

“+00 +00

(Eq. (4.61)):
+o0
F(r0,6) =Y [ Y. ) Gopp p(t)gq(t) | Wy(r,0).

5.4.1 Mode axisynétrique

Dans le cas ola vibration transverse n’est gouvemque par un mode axisgtiiqued, = @,
d’evolution temporelley, = qon, Seuls les coefficient&r,,, interviennent. On montre de plus en
annexe § D.2.1) que lesx,,, sont nuls lorsqud, est un mode asyetfique. L'expression dé’ se

simplifie en :
(5.54)

+00 o
F(r,0,t) = F(r,t) = q3,(t) > _ GmTom(r,0) = g, (t) Y GmSom(r).
b=1 m=1

soit encore, au premier ordre (Eq. 5.18)
+oo
F(r,t) = F, (Z GmS()m(’f')> cos?(Qt — ), (5.55)
m=1
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avec¥, = Uy, = Son(r) le mode Iongltudlnal comportant. cercles nodauxdf. § 4.3.1 et
Eq. (4.31)).F ne dEpend donc que des modes de membrane axiBjoues.
Leséquations (4.6) et (4.7) se simplifient avec la syne axiale, et ®crivent :

ou (Eq. (4.60))

Gm = (5.56)

F
Nrr = F,rra 7N00 = T,r, N,?"G = 07 (557)

si bien que les forces de membrane de cisaillemgptsont nulles. Les eformations sont :

ey g = Fop —v—", €Y =0. (5.58)
Il est alors possible d’obtenir directement leptiicements :
Uy = r.egg =rF. —vF,, uy=0. (5.59)

Les évolutions de ces grandeurs en fonctionrdsont repesentes sur les figures 5.10 et 5.11,
respectivement pour le premier et le treisié mode axisyetfique de la plaque. La preate figure
(en haut) repesente le dplacement des points de la plaque, avecHglle du éplacement radial
augmenge par rappora celle du @placement transversal.

Comparaison avec les poutres

Il est inttressana ce stade de comparer le comportement axityimue de la plague avec celui
d’'une poutre. En effet, une poutre avec sesamitts non immobilises dans la direction longitu-
dinale, ne pesente des effets non-diaires que lorsque les rotations deviennent grandes. Uelmod"
de Von-Karman pour les poutres est dans ce tiasaire car il ne pedit pas de chargement de la
ligne moyenne de la poutre. Dans le cas des plaques, en revanche, il y a bien des effesaii@s-lin”
géongtriques, quiesultent du chargement du plan moyen. On peut doneduitE que c’est la struc-
ture en deux dimensions de la plague qui introduit les effets neailieS gongtriques. Les figures
5.10 et 5.11 montrent en particulier que I'effet de Poisson etgrdiinant, puisque c’est lui quies”
des efforts et desedormations orthoradiaux(alesNy et €)),) alors que le dplacement n’est que
radial (9 = 0). On y reviendra au chapitre § 7.4.3)

Cela permet aussi de corroborer le fait que le chargement du plan moyen est plus important,
a dplacement transveramal, lorsque le ghlacement longitudinal est impmsiul sur le bord que
lorsque celui-ci n'est pas contraint, et a fortiori lorsque les conditions aux limites sont libres. Les
effets non-liairesetant directementdi§ au chargement du plan moyen, ceux-ci sont plus importants
lorsque le bord de la plaque est encasfue lorsqu’il est libre. Ces effets ot ‘obseres par Yamaki
[132] et Sathyamoorthy [103], qui ont compdes pulsations des oscillations libres du premier mode
axisyngtrique d’'une plaque circulaira bord encastreta bord libre. lls ont constatque les effets
“raidissants” sont plus importants dans le cas eneagig dans le cas libre.
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FiG. 5.10 —Déplacement transverse, deplacement radial,., déformationse, et ey et efforts de
membraneN,., Ny pour le premier mode axisygtrique de la plague. Le&placement radial;,. est
précis sur (a), pour la courbe en trait plein.
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FIG. 5.11 —Idem pour le 8me mode axisy&trique
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5.4.2 Mode asyngtrique

On s'intéresse ici au casuola vibration transversale n’est gouvemgue par la configuration
préférentielle d’'un mode transverasyrétrique:

(I)knl (Ta 9)
(I)an (Ta 0)

On montre en annexg D.2.2) que parmi les coefficients,,, qui interviennent, les seuls qui sont
non nuls sont ceuxw¥, = ¥,,, est axisynetrique et ceux ¥, = ¥;,,; est asymatrique, en
cosinus, ave¢ = 2k rayons nodaux. L'expression de la fonction de force est alors, au premier ordre
(Eq. 5.50, ave; ouasy nul)

cos k6

<in k0 avec k #0.

Ppna(r,0) = ‘ = Ry (r)

+00
Z (G, Som(r) — (—1)*G?, Sak m (r) cos 2k9)] cos?(Qt — va), (5.60)

m=1

F(r,0,t) = F,

ou (§ D.2.2 en annexe) :
Ggl:G(l)m:G(Z)m et G* = lm:_ gm

avec (Eq. (4.60))

// @knaa (I)lcna) ‘IIOm ds // @knaa (I)lcna) ‘1/216 ml as

1(s
chm =75 ) sz =35 ) (561)

2 §Om//‘1’ 2 kam//‘I’%ml ds

Les figures 5.12-5.15 montrent les effets de membranes pour les modes (2,0), (3,0), (1,2) et (2,1)
en cosinuga = 1). On remarque que lestbrmations des modes,0) sont gouvereés principale-
ment par leur composante orthoradiale, ce qui estdtair dans le cas des modédj ne comportant
pas de cercle nodaluaV, appar# uniforme. Cela prouve encore une fois que la structure en deux
dimensions de la plaque esgpdndrante pour les effets non-8aires.

Les figures analogueascelles pesentes sur les figures 5.12-5.15, pour les modes @qrginus
(o = 2) sont obtenues par rotation d’un anglg2k. Cela se retrouva partir de la formulé5.60Y .

Couplage non-lireaire entre modes propres

On peut alors donner une integation qualitative des transfertsediérgie qui peuvent appaia
lors du couplage entre les deux configuratiorefgrentielles. Les mouvements de membrane induits
par I'une ou l'autre des deux configurationgf@rentielles sont gouvees par les reimes modes de
vibration : les modedl,, axisyngtriques et les modes en cosinigyy),,. Le couplage peuttre
traduit de la faon suivante : la configuration 1, en vibrant transversalement excite le mouvement de
membrane, qua son tour peut venir entir@@r en vibration la configuration 2. Cela n’est possible que
si la configuration 2 posgfe une toute petitenergie initialement, pour initier le mouvement.

On pourrait €rifier avec des calculs similairasceux de I'annexe D que le couplage via le char-
gement du plan moyen est possible quels que soient les modes aréasiélinsi, le couplage est
domirg par des relations desbnance interne entre leediences propres. Cela# hoe par Lobitz
et al [63] qui précisent que de faibles imperfectionsogrgtriques, tout en ayant un effeegligeable
sur les @formées modales, peuvent entraf des dif€rences importantes des valeurs degfiences

’On obtientF, (1,0, t) = Feos(r, 8 + m/2k, t), en constatant ques [2k(0 + 7/2k)] = — cos 2k6.
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Fic. 5.12 —Effets de membrane pour le mode (2,0). lE&odree modale est repseng sur la
premere ligne. La deuxime ligne repggsente des cartes 2D desfarmations planes; de gauche
adroite 12, €}, €2,. La troisieme ligne repgsente Bvolution de ces &@me quantés sur des rayons
particuliers, péci€s sur les figures. L&thelles en amplitude deéfdrmations sont les@&mes pour
la deuxéme (niveau de couleur) et la traésne ligne échelle verticale).
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[Eédente pour le mode (3,0)

FIiG. 5.13 —Idem que la figure
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propres. Ainsi, de faibles imperfections peuvent changer radicalement les relations de combinaisons
de Bsonances du paragraphe 5.1.1, et par suite le choix des modes enpdans la éformation.

C’est pour cette raison que deux plaquegdfement difffentes par leurepnetrie peuvent avoir

des Eponses spatiales assgaigrées, et quee sont les valeurs de€dfuences propres et non les
déformées modales qui gouvernent leséatiéhts couplages entre modes propres

5.4.3 Vibrations de membrane en egime coupé

Lorsque, cette fois-gj; etqgy sont non-nuls, on montre que parmi les coefficigrts, qui inter-
viennent, seuls ceuxuol, = Wy, = Wy (opy,, = S(ok)m (7). sin 2k0 est asyretrique aved = 2k
rayons nodaux sont non nuls. On obtient alors I'expression de la fonction de force dansace cas I’

+o0o
> G Som(r) | (

m=1

F(r,0,t) = C]1 + ‘I2

ZG Sokm(r cosZkO]( —q2)

(5.62)

ZG Sokm () sin 2k0| q1qo.

Ce @sultat est identiqua ceux de Efstathiades [35].

5.5 Conclusion

L'approche @velop@e dans les chapitres 3, 4 et 5 esidyale, et peuefre appligeea d’autres
milieux minces, et en particulier aux cymbales et aux gongs. Pour celefdpes suivantes sont
envisageables :

— Ilfaut d’abordécrire lesequationsegissant les vibrations non-éaires de coques dewdlution
minces, faiblement coudgs (“shallow” en anglais), avec un profil quelconque. Il existe un
analogue de la #0rie pesenge ici pour les plaques dans le cas des coquesrigples [136],
qui doit pouvoirétreétendua’ un profil non circulaire.

— La partie spatiale du prodine est ba sur un dveloppement de la solution sur les modes
propres de la structure kalire. Leurs propeiés d’'orthogonal#s sont indispensables. On ob-
tient alors un systme d’'une infini¢” d’équations dif€rentielles non-lieaires et coulés, du
type de (4.65). Le calcul des modes propres peut enstiigetfai€ de diférentes mamires ;
analytique exacte (c’'est I'approche adegtici), analytique approele” avec des ethodes de
type Galerkin, ou nurique, avec la ethode degléments finis, par exemple. Le calcul des
coefficients de couplagi, .., et S,q., découle alors du calcul pcédent des modes propres.

— La seconde partie du prashe consista résoudre le systme temporel. On commence tout
d’abord par simplifier le nombre de modes pris en compte, ce qui limite |a taille densgst’
a integrer. Cela pewttie effect@’apes analyses exgpimentales du types de celleepentes
au paragraphe 2.4. Ensuite,dncore, plusieurs@tfiodes sont possibles. Eagime faiblement
non-linéaire, les rethodes de perturbation donnent de boesultats analytiqgues apprazh’
Dans les autres cas, dessolutions nurefigues sont souvent indispensables.
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CHAPITRE 6

Validations exprimentales

Le but de ce chapitre est degs€nter uneesie de mesures en vue derifier les adfveloppements
théoriquesetablis au chapitre piedent. La plaque est exe’au moyen d’'un aimant cellSur la
structure et mise en vibration avec unesuide. Le signal d’excitation est choisi sinudal, de
frequence proche d'uneequence propre de la plague. Comme au chapiteeggent, les deux
cas d'un mode axisyetfique et d'un mode asyetriqgue sont consilés. Dans ce dernier cas, les
phénonenes déchange dhergie entre les deux configurationgsfgrentielles sont mis eavidence.
Des “backbone curves” egpimentales sont compzesa celles issues de laghfie, ce qui permet de
valider les approximations du melg. Ces esultats ont fait I'objet d'un article soumis pour publica-
tion [114] .

6.1 Deétails exgerimentaux
Nos exg@Eriences onefe merges sur une plaque circulaire de ditne ex€rieur2¢ = 220 mm,
d’epaisseur = 1.6 mm, fabrig€e en laiton de masse volumigue= 7974 kg.m 3, de module

d’Young E = 85.10° Pa et de coefficient de Poisson= 0.38. Trois petits trous de diaetre2 mm
ménags pes du bord permettent de suspendre la plaque au moyen de fils de nylon.

Appareillage et instruments de mesure

oscilloscope  spectrum analyzer oscilloscope

MY LA ) lelv

accelerometers 2 low-pass —
—=3 Q @ Q Q filter Q @ o \ v
[ § \ L [ §
/\ 2 2 B 2 |
coil Charge Amplifier .
& magnet oscilloscope
" low-pass signal
Power amplifier filter synthetizer O
P A L \J o
AL ——
\

FIG. 6.1 —Scltema exprimental utili€ pour les mesures.
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Acceléronmetres 1 & 2 Bruel & Kjeer 4374
Amplificateur de charge Bruel & Kjeer NexU$
Filtres pas-bas Rockland 1042F
Multimetres Philips PM2519
Synthétiseur de signal Fluke PM5193
Amplificateur de puissance Crown Macrotech 2400
Ampérenetre Hewlett-Packard 3478A
Ateliers Rerly, Paris Univa 100
Analyseur de spectre Bruel & Kjeer 2035
Oscilloscopes Tektronix 5110
DM44

TAB. 6.1 —Appareils utili€s durant les eXgriences

L'appareillage utili€ durant les mesures est repen¢ sur la figure 6.1 et leeférences des
differents appareils sontguies dans le tableau 6.1.

La plaque est entra@® en vibration par un aimant de diatre 8 mm, colé sur la structure au
moyen de cire d’abeille, et mis en vibration par une bobine. La bobine est alimpat'un courant
sinusadal. La position de I'aimant sera choisie selon lesegiqrices soit (i) au centre de la plaque
(§ 6.2,Cf. Fig. 6.2), pour exciter un mode axiswtnique, soit (ii) sur un nceud de la configuration 2,
pour n’exciter que la configuration 1 d’'un mode astrijue § 6.3, Cf. Fig. 6.4). Le signal de sortie
du syntletiseur est amplifi‘par un amplificateur de puissance, pour atteindre des irasrithpa-
tibles avec les amplitudes des effores@ées. Un filtre passe-bas permetlihiiner des harmoniques
indésirables dans le signal d’excitation. La position de la bobine par rapg@imant est ajusté
de sorte que le signakgiende le moins possible de la position de I'aifasitainsi que le systhe
bobine - aimant soit lieaire Cf. § A en annexe).

Le coefficient de proportionnaditéntre la force et l'intensitaétt mesue’en ggime harmonique.
Les Bsultats, pgseng’'s en annexe;(A), montrent que ce coefficienegend de la Equencet,. =
2/2/m du signal, probablemeiat cause de courants de Foucault quiseetbppent dans I'aimant, et
qui dissipent une partie degliiergie. Une autre influence de ces courants se fait sefutite’ intensig”
par unéchauffement de I'aimant qui peut aller jusguaire fondre la cire qui le maintient cell’
Une valeur moyenne du coefficient de proportioneadititre I'amplitude de la force et I'amplitude
du courant dans la bobine @518 N.A~ !, pour des fequences) entre200 et 2000 Hz, et pour une
position de la bobine sigi& une distancd = ¢/2 de la plaque, o e est I'épaisseur de I'aimantCf.
Fig. A.1, p. 202, en annexe). C’est cette valeur qui sera edldgins la suite pour calculer un ordre de
grandeur de la force impeeg’sur la plaque, en mesurant I'interdifl courant avec I'angvéenetre.

Les vibrations sont mesees avec des aelErometres, qui @livrent I'ac&lération locale de la
plague,a I'endroit ai ils sont colEs. Selon les exgriences, soit (i) un aetéronetre est cokt” au
centre pour mesurer I'aetération d’'un mode axisysatfique § 6.2, Cf. Fig. 6.2), soit (ii) deux
aca@léronetres sont utilies pour mesurer I'aedération des deux configurationsfgfentielles. Pour
ce dernier cas, l'aadéronetre 1 (resp. 2) est calsur un rayon nodal de la configuration 2 (resp.
1), de sorte que les vibrations des deux configurations sont correctemeneniiies § 6.3, Cf.
Fig. 6.4). Les signaux sont tras par un amplificateur de charge. Un oscilloscope et un analyseur de
spectre sont utiliss pour observerdvolution temporelle et le spectre de Fourier deslirations

!Le facteur de proportionnaditentre I'intensié’du courant dans la bobine et la force appigsur 'aimant dpend
du champ maggtique local ceé par le systme (bobine,aimant,plaque), qui n’est pas uniforme. L'aimant est en position
adéquate lorsque son centre estsitlans le plan laral de la bobineGf. § A en annexe).
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mesuees. Deux multirefres permettent de calculer la valeur efficace des signaux, et daeditfé
de phase entre les deux oscillations est mesgraphiqguement sur l'oscilloscope. La diffnce de
phase entre I'excitation et 'aet&ration de la configuration 1 est mesaravec un deugme oscillo-
scope, en utilisant la tension aux bornes de I'anepEtre, qui est proportionnelke l'intensi@é qui le
traverse (Lamprenetre peukire vu comme unesgistance &s faible).

Lorsque la plague est soumiaelés amplitudes d’oscillation de I'ordre du milktne, les signaux
d'accélération dlivrés par les aadéronmetres ne sont pas des sinud®s pures, comme ce serait le
cas dans un sysie liréaire; ils pesentent des harmoniques d’amplitude parfois negligéable,
qui perturbent les mesures. C’est pour cette raison que des filtres passe-bas sont introduits, de sorte
que les valeurs mesees correspondet la fondamentaledu signal, de equence2. Cela facilite
les mesures des phasad'oscilloscope, et lesesultats dones par les multiratres sont de bonnes
estimations de la valeur efficace des sigRaux

Mesure des courbes de@sonance

Dans ce qui suit, des courbes @sohances egpimentales sont peenges et compaegsa celles
issues de la #drie (Figures 5.2 et 5.6). L'amplitude de I'excitation est gardonstante, et red’%,...
Sa fréquence est lentement veei autour des éguences propres des modes mesukes amplitudes
desdéplacementsorrespondants aux mesures dessbgonetres sont alors trag’s en fonction de
la frequence d’excitation. Pour cela, il fautégter deux fois les signaux ; en gardartesprit qu’ils
sont sinusajaux, on utilise les formules suivantes :

2
Whni = %sﬁ-”’“), (6.1a)
% =i+, (6.1b)

ou (s;, p;) reprsentent respectivement 'amplitude et la phase du sigaaté&dBration par rapport
au signal d’excitation?'(t), et (a;,~y;) sont 'amplitude et la phase deglacemeniy; (Cela a @ja
eté utilisé pour des exgriences similaires sur le gong, au paragraphe 2.4.2). Pour fixeeles, id¢urs
expressions maématiques sont :

F(t) = Feyecos U, (6.2a)
Wi = Wi cos(Qt — ;). (6.2b)

6.2 Mode axisyngetrique

Des mesures de courbes @sohance du premier mode axistmdue (0,1), de Bquence propre
for = 197 Hz, ontété merges sur la plaque dont les caextitiques sonenun€rées en exergue
du paragraphe 6.1. La plaque est suspendue par deux fils de nylon. Leni®iest omis pour mi-
nimiser la pecontrainte du plan moyen de la plaque introduite par la tension des fils. L'aimant et
I'accélérometre sont colts au centre de la plague (figure 6.2). Le bord de la plaque est su@pes”
libre, en supposant que les fils perturbent le moins possible le mouvement du bord.

Il s'agit ici de les comparer au metE de vibration unimodale axisyetrique€tabli au paragraphe
5.2.1. Pour cela, onettide de proedera unrecalage de made, c’est-a-dire d’'ajuster les paragtres
du moctle tréorique, de fagn a faire concider le mieux possible les courbes dsahance #driques
avec les mesures. Les paraimes du modle sont au nombre de quatre : la pulsation praprée
forcage(@, le coefficient d’amortissement et le coefficient du terme non-kairel’. Nous noterons

2\oir note 4, p. 37.
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Fils de nylon

Cercle nodal
@
A|macélérométre
(a) (b) — Analyse modale du mode (0,1)

FIG. 6.2 —(a) - Fixation de la plaque avec des fils de nylon ; position de &&ron®tre et de I'aimant.
(b) : vue 2-D de la dfornee modale du mode (0,1), issue d’'une analyse modale in situ (le protocole
est celui @critau§ 2.2.

Force: 0.1 N-T:12 Force: 0.19N-T:115

0.4 0.4
€ €
E E
g g
€ c
(O] (]
) L
c c
Q Q
IS / £ 5
] Q
Q / Q |
8 0.1¢ < 0.1 1
o o
N N3]
° &Q_e%* ° (%Q&%é&g@\
0 T 1 O N ’ 1 1
185 190 195 200 205 210 185 190 195 200 205 210

Fréquence d’excitation [Hz] Fréquence d’excitation [Hz]

FIG. 6.3 —Recalage du made sur les exgriences pour deux amplitudes d’excitationéléhtes ; les
"o’ sont obtenus en augmentant laéduence, les?’ en diminuant la fequence.

Modele de plaque parfaite Résultats du recalage
Exc. faible Exc. forte
Fréguence propres for = 196.7THz fo =196 Hz
(o1 = 9.17) (wo =9.14)
Forcage - Fere = 0.10N Fere =0.19N
(Q =821) (Q = 1497)
Amortissement - p=12s"1
Coef. non-lirgaire 'y = 8.58 =12 I =11.5

8yaleurs issues du calcul avec les modes propresrijies § 4.3.1, Tab. 5.1).

TAB. 6.2 —Différents pararatres du moelle unimodal axisyéirique.
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ici les grandeurs adimensioa@s surmores d’'une barre ; leur relation avec les grandeurs physiques
assocoges sont (Eq. (4.11), p.91),

2
r=L7F, w,= %Rm(rmes)a, (6.3a)
1 D _ 1 D
fozm\/gwoa fexc—m\/E(WO‘i’&U)a (6.3b)
ER® [m _
p=_—77\ph (6.3c)
5
Q = WROI ('rezc)Fexc (63d)
ou L est le rayon de la plaque (pour ne pas le confondre avec I'amplitisseie du modle),
Eh3
0 =7 33.9 N.m, (6.4a)
m = ph = 12.8 kg.m 2 (6.4b)
2
e=12(1— y2)h— = 0.0022, (6.4c)

L2
sont respectivement la rigi@iten flexion, la masse surfacique de la plague et le petit geramy,
est 'amplitude du dplacement éfinie par Iéquation (6.1a);,,.5s €t e SONt les rayons des points
d’excitation et de mesure (iGh,es = reze = 0), qui permettent d’introduire dans,, et le facteur
correctif di a la ddformée modaldiy;.
Le calcul del” et de@ est possiblea partir de la positiorfos, a4) du sommet de la courbe de
résonance exgimentale, avec les formule€fl Eq. 5.27 et Fig. 5.2) :

Q 3 r@?

— _ . 6.5
2mof’ AT 32602 (6:5)

as
Il suffit alors d'ajustery, proche devy;, et i de sorte que les courbes se superposent au mieux.
Des mesures pour deux valeurs de I'excitation sontesgmées sur la figure 6.3 par des et
des 'A’. Le phénorrene d’hyseérésis et les pbnonenes de saut sont clairement visibles. esuitat
du recalage est supermosir les rees figures en trait plein, et les coefficients correspondants sont
précigs dans le tableau 6.2. Le coefficidhtissu du recalage est proche de celui caculpartir
des dformées modales #o0riques. Les courbes desdnance #driques et ex@imentalesetant tes
voisines, on peut consédér que le moele dcrit au paragraphe 5.2.1 fournit une excellenedmtion
du comportement vibratoire unimodal axisgtrique de la plague.

6.3 Couplage non-lireaire entre les deux configurations peferentielles

De la méme faon qu'au paragraphe @édent, on se propose ici de comparer le pleddux
résultats expfimentaux, dans le casiée mode excé’est asyratrique.

6.3.1 Configurations pieférentielles

La plague est suspendue dans lesmes conditions que dans le cas des vibrations axdgyopies
présenges au paragraphegmédent (figure 6.4(a)). Le mode asgtrique (2,0) &t choisi pour illus-
ter le recalage de mete dans cettetude. Une analyse modaleepiminaire, centeé autour des
frequences propres des deux configuratior$épentielles du mode (2,0),et€” mer€e avec le pro-
tocole dcrit au paragraphe 2.2. Legfdfmées modales obtenues sont esarg¢es sur les figures
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Fils de nylon

Rayons nodaux

, . : 7N
Leste . \ ‘ f E 4 N\
Accélérometres I h 3

Aimant
(a) (b) - Configuration 1 (c) - Configuration 2

FiG. 6.4 —(a) - Fixation de la plaque avec des fils de nylon; positions deél@&ocretres et de
I'aimant relatives aux rayons nodaux des deux configuratioa®&nentielles. (b, c) - vue 2-D des
déformees modales des deux configuratioredgeentielles du mode (2,0), issue d’une analyse modale
in situ.

Configuration 1 ;f; (Hz)  Configuration 2 if; (Hz)

Plaque nue et suspendue 108 111
Avec les deux aaéronetres 107.5 110.5
Avec I'aimant 106 111
Avec aimant et aagéronetres 105.5 110.5
Avec leste, aimant et ae&ronetres 105.5 108

TAB. 6.3 —Mesure des fquences propres des deux configurations

6.4(b,c). Si la plaguetait parfaite (homoerie, isotrope, circulaire et@paisseur constante), avec des
conditions aux limites parfaitement libres, la position des rayons nodaux serait arbitraire. Dans le cas
présent, les fils de suspension fixent la position des rayons nodaux, dans une configupatiooes
symetrique par rappora la verticale. L'ajout de I'aimant et de I'ael&ronetre colB sur les nceuds
ou les ventres de I'une ou l'autre des configuratioref@entielles, changeds peu la position des
rayons nodaux. Cette deane peutetre mesweé par deux angles et ¢, par rappor@’la syngtrie
verticale. Leur diférence)¢; — ¢2| rep@sente le dCalage angulaire introduit par les imperfections
de la plaque qui &% évoqLe au paragraphe 5.3.1. Cedadlage est ici leasultat (i) d'imperfections
structurelleeVentuelles, (ii) de la disyetfie verticale introduite par les fils de suspension et, (iii) de
l'influence des masses additionnelles eeli’sur la plaque. La valeur exacte @écalage angulaire est
de l'ordre de quelques desg’

La position de I'aimant et des asléronetres doitetre ajuste pecig€ment. Cela ce fait en deux
étapes. Tout d'abord, les analyses modales de la figure 6.4(b,c) permettent de localiser approxima-
tivement la position des rayons nodaux. Ensuite, une position optimaletesiilee, de sorte que
le signal de I'aceléronetre 2 dlivre un signal d’amplitude la plus faible possible lorsque I'aimant
excite la configuration 1. Il est, en effet, difficile de n’exciter que la configuration 1, si bien qu'une
excitation Esiduelle de la configuration 2 estewifable a cause de la surface finie de I'aimant.

Les fréquences propres et f» des deux configurations somigrement diférentes, eteldendent
aussi des conditions eggmentales (i), (ii) et (iil€hun€rées pecedemment. Le tableau 6.3 regroupe
leurs valeurs, assa®’sa difféerentes configurations des masses additionnelles. Elleféomesuees
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graphiguement au moyen de I'analyseur de spectre, avec la plague vibragirea libre. Les masses
sont positioneés comme @cise sur la figure 6.4(a). L'aimant, de masse 6 g,esllir un nceud de la
configuration 2a’'1 cm du bord, diminue laduence propre de la configuration 1 d’approximative-
ment 2 Hz. Un aceléronetre, de masse 0.6 g,une position similaire, diminug de 0.5 Hz. Un lest
de 11 g est ajoetsur un ventre de la configuration 2 pour dimingest ainsi diminuer Ecart entre
f1 et f9, pour faciliter le couplage.

Les variations de la position des rayons nodaux et deguishces propres des configurations
préférentielles, a fait I'objet d’'unetude neticuleuse dans [121].

6.3.2 Observations exprimentales

35
30

Amplitude
P = N DN
g o o o O

0
-100 -50 0 50 100 150 200
Detunlngc2

FIG. 6.5 —Solutions DL théoriques et&gion d’instabilié pour trois niveaux de foege diférents ;

(1) : Fg = 9.9.1072N, (2) :45.1073 N et (3) :0.17N. (1) et (3) correspondent aux deux situations
experimentales des figures 6.6 et 6.7 ; (2) correspond ayagecminimumétessairé I'obtention

du regime cou.

Ce paragraphe permet d'illustrer, avec desuttats expfimentaux, les pdrionenes de couplage
entre les deux configurationsgférentielles mis ervidence teoriguement au paragraphe 5.3.2. La
configuration de la plaque est celle de la figure 6.4(a), avecdgsiérices propres de la denrd ligne
du tableau 6.3. Leakaccord est ici positif, ce qui correspaamé > 0 dans le modle.

Dans ce qui suit, lagponse de la plague est anagsiour deux niveaux de fage, qui sont
represengs sur la figure 6.5 par les solutionslL (Cf. § 5.3.2) no€es (1) et (3). On peut remarquer
que comme la courbe (1) n'entre pas dansiioh d'instabili€, aucun egime coupd’n’est attendu.
En revanche, la courbe (3) y entre, ce guedit’qu’'un Egime coum peut prendre naissance, entrai-
nant un transfert @hergie de la configuration 1 vers la configuration 2. Ledgeccorrespondanat
la courbe (2) est le minimumetessaire pour obtenir uagime coup’ Il serait juste de repsenter
les courbes dans un espace en trois dimensifRs w1, wmn2), 0U un gime de vibration appaita”
commeune seulecourbe Cf. Fig. 6.9). NSanmoins, pour plus de claertles courbes sont proges
dans un plan amplitude#fitjuence d’excitation,woun ©gime done’est repeseng” pardeuxcourbes,
une pourw,,1, 'autre pourw,,s.

La figure 6.6 montre les amplitudes et les phases:,y1) et (wmz2,v2) (Cf. EQ. (6.2a,b)) des
déplacementss; etwsy des deux configurations gférentielles, pour une amplitude d’excitation con-
stante dé.9.10~3 N, correspondard la courbe (1) de la figure 6.5. Le fage €siduel de la configu-
ration 2 produit une faible excitation de celle-ci, observable autour degadrice propre 108 Hz. Les
reponsesy; etwsy des deux configurations peuvesttés qualites de “@coupé€es” du fait que leur
comportement est similaigecelui d'un oscillateur de Duffing foeo(Cf. 5.2). En effet, on constate que
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Force: 9.9.10° N
0.2 :

0.15

Amplitude [mm]
o
=

0.05

0% : :
104 105 106 107 108 109 110

180

©
o

o

Phase difference [deg]

104 105 106 107 108 109 110
Driving frequency [Hz]

FIG. 6.6 —Courbes de &sonance exgimentales des deux configurationgfprentielles, pour une
amplitude de forage de8.4.1073 N. 'o’ : parcours a frequences croissantes)” : parcours a
frequences&troissantes.uf;,y;) et (ws,y2) désignent I'amplitude et la phase despthcements de
chacune des configurationsgrentielles.
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les amplitudesu,,,1 etw,,2 passent chacune par un pic @sehance, et que les phasgest v, aug-
mentent de @ 7, dans des zones deefflences locaks's autour desdguences propres = 105.5

Hz et f, = 108 Hz. Le forcage de la configuration 1 est suffisant pour qu'on puisse observer des
phénonenes de saut, alors que reste dans le domaine éaire.

Une ex@rience analogue est rgsente sur la figure 6.7, avec une amplitude de dge de
0.17 N, ce qui correspond la courbe (3) de la figure 6A cette amplitude de fQege, une solution
coupke est pevisible. Lorsqu’on parcourt ces courteféquence d’excitation croissante, en partant
de f... = 104 Hz, un seul €gime de vibration est possible entre les pomtetA.A partir du point
A, wyo cOmmenceaugmenter : la configuration 2 gagne dmkrgie provenant de la configuration
1, qui est directement exe’.w,,; etw,,2 augmentent, jusqa’atteindre le poinB. EntreO et A,
les deux éplacementay etwsy sont approximativement en phase. Aebdt du couplagey décroit
rapidement, etv, vient se caler en quadrature avgg jusqua la fin de ceegime. Arrivé au pointB,
le syseme change desgime par le premier saut et se stabilise au pbirvecuy,; et w,,2 proche
de Zro et les phasemgalesa’r rad. On note; la premgére branche de solution, parcouru@e B,
et(, celle atteinte au point'.

Si I'expérience est maintenant memd fréquences eroissantesa partir d’'une fEquence d’ex-
citation sugtieurea celle du poiniC, seule la solutiorg, est atteignable. Leedail de la figure 6.7
est repeseng’sur la figure 6.8. Lorsque lagijuence est dimira€, le pointD est atteint. On observe
alors un saut du systie de la solutior, vers une nouvelle, appels, atteinte au poinfZ. A partir
de 14, deux solutions sont possibles. Si on diminue dgjfrénce d'excitation, le symne reste sur la
branche(s, jusqua arriver au pointF ot un nouveau ptriorene de saut permet au sgsté de se
stabiliser su;. En revanche, sa partir du pointE' la frequence est augmeat wy,» grandit jusqua
atteindre le poin#f, ou un saut vers la brancljeest obserg:

Dans la zone v des€changes @hergie entre les deux configurations sont olbeseiientreA
et B), la difference de phase entre les deux configurations est voisingZlead, si bien que la
superposition de leurs oscillations donne naissanoee onde progressiveEf; § 5.3.4). Cela &
vérifieé exgErimentalement au moyen d’un stroboscope, et une onde progressive tournant dans le sens
trigonometrique aeté obseree.

On peut remarquer que legime; est particulier, puisque il est caracie par un couplage
entre les deux configurations. En revanche, on retrouve pour les brapehésdes caracfistiques
typigues d’'un oscillateur de Duffing isml’ce qui s’observe ashent sur la figure 6.9, dans le plan
(02,a2). Ce dernier comportement est directemeagli’excitation €siduelle de la configuration 2,
qui était supposé nulle pouetablir la tréorie du paragraphe 5.3.2.

6.3.3 Mockle theorique avec@, non nul

La difference principale entre les courbes dsanance #oriques du paragraphe 5.3.2 et celles
issues des exgriences, est que dans le deamie cas, on ne peut annuler coatphent le forage
Q- de la configuration 2. Le sysiie dynamique (5.46) gouvernargutlution des amplitudes et des
phases de laaponse doit aloretfeétudié en entier, ave€, non nul. Cela condui obtenir unz; non
nul, et I'étude analytique du syate et des points fixes (Eq. 5.48) n’est plus possible. Les branches
de solutions sont alors cal@ds avec le logiciebsTooL [45], et repEsenges sur les figures 6.9 et
6.10.

Lorsque@)s est non-nulay nN'est jamais nul, si bien que la solutiopdL n’est plus une solution
du syseme. Cette dermre et la solution coupE sont remplaEs par une unique solutiog, qui
est voisine, mais eake vers lesy positifs. Une dewdme consfuence est que lasbnance du
deuxiéme oscillateur exaitpar(): (Eq. (5.38¢)) est maintenaneka une valeur particudire deg .
Cette Esonance n’est visible que pour les faibles valeurs, det donc dew,,), et elle est Eea
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Force: 0.17 N

o o©
() [00)
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o
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FIG. 6.7 —Courbes de &sonance eximentales des deux configurationgfprentielles, pour une
amplitude de forage de0.17 N. 'o’ : parcoursa fréquences croissantess”: parcoursa fréquences
décroissantesaf; 1) et (w2,7y2) désignent 'amplitude et la phase despthcements de chacune des
configurations peferentielles.

Force: 0.17 N

Amplitude [mm]

0
107 107.5 108 108.5 109
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FiG. 6.8 —Détail de la figure 6.7.

— 142 —



6.3. COUPLAGE NON-LINEAIRE ENTRE LES DEUX CONFIGURATIONS PRFERENTIELLES

140

FiG. 6.9 —Différentes solutions #oriques issues du recalage du raedsur I'ex@rience de la figure
6.7. La courbe de&sonance de la solution 1ddl pous,; lorsque@, = 0 est tra@e dans le plan
wme = 0 pour clarifier la figure, r@me si elle ne constitue pas une branche de solutionédjiam
d’instabilité, établie aved), = 0 est aussi re@senke.

1r /2

-0.5} /2

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

FiG. 6.10 —Phases des défentes branches de la figure 6.9,:a gauche ety, a droite.
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la branche de solution iefieure des;. Les solutions correspondantes sgnet (3. Cela explique
pourquoi la Esonance dey n’est obseree exgrimentalement que lorsque lafience d’excitation
est dimini€e, puisque lorsqu’elle est augmestc’est la branchg qui est suivie.

@) ' config. 1 ' config 2 '

acceleration

¢

L L L L L

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

(b)

' config. 1 / config 2 '

acceleration

{

L L L L

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Time [s]

FIG. 6.11 —Accelérations, non filtees, des deux configuration®frentielles, pour une une excita-
tion de 112 Hz et d’'amplitude 0.17 N, pour les dekgimes; (a) et(y (b).

La simulation nurefique aved), non-nul permet aussi de mettre evidence une branche de
solution supptmentaire, n@é ¢, sur les figures 6.9 et 6.10. Elle prend naissance pour une valeur
de fréquence voisine de ladguence ou le couplage appar@ = 92 sur les figures 6.9 et 6.10),
par une bifurcatiomoeud-cdl et meurt en raine temps qué; . Elle est caraeffisée par des valeurs
d’amplitudes voisines de celles de la bran¢hdPar contre, alors que les valeursgeour(; ety
sont voisines, celles dg montre une dif€rence der rad (Cf. Fig. 6.10).

Lorsque la fEquence est lentement augnmemntla solution naturelle suivie par le systé esg.
Les courbes thoriques pedisent qu'une perturbation du sgste, lorsque la &juence d’excitation
corresponda’un o, supgrieura 92, peut menea un saut de; vers(,. Cela aeté effectivement
obseng ex@Erimentalement en frappant doucement sur la plaque pour egeence de 112 HLf.
Fig. 6.7). L'evolution temporelle des deux configurations estas@née sur la figure 6.11. La quadra-
ture positive ou agative apparait clairement, et les amplitudes d’'une sol&ibautre sont voisines
de l'égali@.

Cette solutiorn(, n'apparaf pas naturellement en pratique, et il esenatSsant de noter que c’est
le mocEle qui en a padit I'existence, ce qui até verifié exgErimentalement ensuite.
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Force: 0.17 N
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FIG. 6.12 —Recalage du made sur les mesurese”: points exg@rimentaux ; =" : moéle. Pour
plus de clarg, les branches pour,,; obtenues en diminuant lagfquence (les solutions and (3,
montées sur la figure 6.8) ne sont pas repenkées. On obtient la aussi une coincidence excellente
entre moéle et Esultats exprimentaux.

Modele de plague parfaite Mesures efviltats du recalage
Fréquences propres foo = 109.2Hz f1 =105.5Hz f1 =105.25Hz
(o2p = 5.09) (o1 = 4.9)
fo = 108 Hz fo = 108.2Hz
(we = 5.05)
Forcage - Fere = 0.15N Fere =0.17TN
(@1 =1323)
- - Q2 ~ Q1/10 =150
Amortissement - w1 =0.36s! pi =0.4s""
- p2 = 06257 pa =
Coef. non-lirgaire '=1.90 - I'=1.65

8valeurs issues du calcul avec les modes propresritiies § 4.3.1, Tab. 5.1).
bf; etp; sont mesweés en vibrations libres, avec leethodeEsPRIT[54] ; F... est calcutea partir de I'intensi¢’mesuee
(Cf.§6.1).

TAB. 6.4 —Différents pararatres du moéle unimodal asyétrique.
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6.3.4 Recalage du mogle

Un recalage de madé similaire a celui effeceidans le cas axisyetrique est pgsent’ici. Les
formules (6.3) sont toujours valables. Lesdccord €crit :

- 2
o= 2T 2 \/%(fz - ). (6.6)

€ €

On a de pluS s = Texe = 0.9. Le résultat graphique du recalage est esyané’ sur la figure 6.12,
et les valeurs des paratnés sont regroggs dans le tableau 6.4.

On peut constater que l'utilisation de leethodeEsPRIT, ba€e sur une reconstruction du signal
en somme de sinugiEs amorties [54], condudt estimer des valeurs du coefficient d’amortissement,
differentes pour les deux configurations, ce qui n’est pas pris en compte dan®le ntada explique
probablement pourquoi il est difficile de trouver des valeurs des paraspour lesquelles les courbes
d’'amplitudew,,, se superposent (Fig. 6.12). Laepence desléments coktsa la cire d'abeille sur la
structurea' tendance amortir la vibration, et le lest fixur un ventre de la configuration 2, explique
probablement le fait qug, > ;.

La figure 6.12 montre que emie si les points exgimentaux sont assez proches des courbes
théoriques, la fequence tedérique du saut dg vers(, (127 Hz) est diférente de celle mesee’
exérimentalement (112 Hz). On peut montrer avec le logioigtool, par exemple, que le bas-
sin d’'attraction de la solutiory se Eduit consigrablement’mesure que ladduence d’excitation
augmente. Cela signifie que cette solution est de plus en plus seasibke perturbation egtieure
(comme l'augmentation diseté de fEquence d’excitation pour passer d'un point de mesure au sui-
vant), et donc qu’elle saute d’autant plus facilement ¥er€ela est aussi un effet dg > .

En conclusion, on a mor@rque toutes les caractstiques qualitatives (@monenes de saut, exis-
tence de lagSonance non-lgdire pouruy uniguemen@a fréquences descendantes, existence de la
solution(y) mises erevidence durant les egpiences, sont pdites par le mogle. Quantitativement,
les difféerences entre les courbes erpientales et #driques sont assez faibles.

6.4 Cas d’'un cesaccord regatif entre les pulsations propres

6.4.1 Un peu de ti@orie

Le cas d'un @saccord edatif entre les pulsations propregta éxami en plaant 'aimant sur
un des nceuds de la configuration 1, de plus bassguénice propre, si bien que la configuration
2 se trouve maintenant exeé en priori¢. Sa @formée modale est celle de la figure 6.4c, et son
déplacement est neti,. Dans le modle,o est régatif.

Ce cas patrticulier est iatéssant, car la region d’'instabdélise trouve maintenanedake vers la
gauche de la solutionbbL, si bien que les solutions cowga$ ne sont possibles que pour des valeurs
de 'amplitude d’excitation sugrieuresa celles ecessaires lorsqug est positif.

La figure 6.13a comparer avec la figure 6.5, montre de plus qu'il existe des valeusspieir
lesquelles la solutiondbL sort de la egion d'instabilig, et redevient stable. Cela arrive paur>
o(®), ou de ce fait, les deux branches de solutim(l coexistent. La solution cougé’ est obtenue
en augmentant ladéduence, et engétrant dans la zone d'instabditEn revanche, la solutiorobL
suggrieure est atteignable poar > o(¢) en diminuant la fequence sur la solution iefieure, de la
méme faon que lors des exgriences sur un oscillateur de Duffing usuel.

Des simulations nueriques ave®sSTOOL montrent que dans le catudi ici, 'amplitude de
la configuration 1non-exciée directemeniti, atteint des valeursugrieuresa I'amplitude dews.

Cf.note 1, p. 110
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FIG. 6.13 — Solutions bbL théoriques et &gion d'instabilieé pour trois niveaux de foeges
differents, lorsquer; < 0; (1) : Fope = 9.9.1073 N, (3) : 0.17N and (4) :0.32N. (3) correspond
au néme niveau de foege que celui de I'exgrience pecedente ¢; > 0, courbe (3) de la figure
6.5, figure 6.7), et n'est plus suffisant pour obtenirdgime cougd. (4) correspona la situation
experimentale de la figure 6.14.

Ce fait singulier, qui signifie que I'oscillateur non-excidirectement a plus diiergie que celui ex-
cité directement, est obserexpErimentalement (Fig. 6.14). Un pari’ peutetre établi entre cette
situation et un cas deesonance interneedfit dans [109], o’les modes non-exe&$ montrent des
amplitudes sugrieuresa celle du mode directement exxit”

6.4.2 Observations exprimentales

Les figures 6.14 et 6.15 sont similaires aux figures 6.7 et 6.8, avec une amplitude atpeforc
sugerieure €,,. = 0.32 N) et un dgsaccord entre lesdquences propreggatif. Les deux &quences
propres sont maintenarft = 107.8 Hz et fo = 109.2, du fait que I'aimant est maintenant sur un
ventre de la configuration 2, qui, d'autre part, n'est plusgesOn doit gardea I'esprit que la confi-
gurationdirectemenexcitte est maintenaa deux@me Comme pevu au paragraphe gmedent, la
solution DL est stable entre les poinfset L, sur les figures 6.14 et 6.15. Cette solution petue ~
atteinte apes le saut des point8,F' aux pointsGG,G’. Lorsgu’on suit cette derare solution en di-
minuant la fEquence, les point§,.J’ sont atteints, la solutiondbL entre dans laagion d'instabili€,
devient instable, et un saut permet de stabiliser leesystaux pointd<,, K, sur la solution cougé.
Le classigue saut entre les deux solutions(l arrive entre les points et M.

On peut observer que la configuration non-directementexcitesta-direw ici, ne montre pas
de Bsonance non-legire comme c’est le cas lorsquieest positif (les sauts d&’ versE’ et de H’
versI’, sur la figure 6.8).

6.5 Discussion

6.5.1 Synetrie du syseéme

Dans toutes les expiences meeeés sur les plaques, lagseénce d’harmoniques d’ordre pair (de
pulsation2(2, 4€)...) dans les signaux mesg actt obseree systmatiquement lorsque 'amplitude
devenait suffisamment importante. Cela pag&itnnant du fait que le medE théorique ne fait inter-
venir que degquationatermes non-lieaires cubiques, et que la distortion harmonique quésnlté
n'est theoriguement dé qua des harmoniques impaires (de pulsatidfiss<2..., voir le paragraphe
5.2.1). Ce pkhonene a @ja été obsere par Kung et Pao [50], dont la forme de leurs signaux de me-
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Force: 0.32 N
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FIG. 6.14 —Courbes de&sonance exgimentales des deux configurationgéfprentielles, pour une
amplitude de forage de0.17 N. 'o’ : parcoursa frequences croissantess”: parcoursa frequences
décroissantesaf; 1) et (w2,y2) désignent 'amplitude et la phase despthcements de chacune des
configurations peferentielles.
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FIG. 6.15 —Détail de la courbe deasonance de la figure 6.14.
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sure est compe® de priodes asymtriques, ce qui est caraeistique de la rSence d’harmoniques
paires (voir le paragraphe 8.3). Benaratal ont aussi rappoetdans [9] eetudié dans [6] la pesence
d’harmoniques paires dans leur signaux de mesure, mais n’ont graposne explication.

La présence d’harmoniques paires peut provenir soit de I'excitaiectromagefique, soit de la
structure. Comme le champ magitue n’est pas uniforme sur I'axe de la bobine, et donc sur le trajet
de l'aimant, n€me si l'intensié’ du signal est parfaitement sinudale,a grande amplitude, la force
appligugea I'aimant peut pesenter des harmoniques paires (Moir annexe A). Une autre source de ces
harmoniques peudtie une perte de syatrie du systme dans la direction transversale, par rapport au
plan moyen. Cette syetrie peutetre bri€e par : (i) les masses additionnelles ee$’'seulement sur
un seul ot de la plaque, (i) unefaut de plarité de la plaque (iii) un efaut de syrafrie caus’par
les fils de suspension.

Une étude tleorique et nurafique de P. Ribeiro [90] apporte de@éments d’explicatiora”
'occurence d’harmoniques paires. Prengiment, lorsque I'excitation est parfaitement transverse,
la présence d’'une composante continue en plus de la siheifoiidamentale e€ des harmoniques
paires dans laaponse. En second lieu, lorsque I'excitation n’est pas purement transversapmnae”
de la plague est compes, en plus des harmoniques impaires, d’'une composante continue et d’har-
moniques paires. Cela provient du fait que le plan moyen esteedéctement par la composante
longitudinale de I'excitation. Dans ce cas, l'inertie longitudinale n’est pkgigéable.

Dans notre cas, il est difficile deetErminer quelle est la (ou les) raison(s) de legerice de ces
harmoniques d’ordre pair.

6.5.2 Ordre de grandeur du ceplacement

Les moctles tleoriques peseng's au chapitre piddent § 5.2.1 et 5.3.2) sont issus d’un calcul
par la néthode degc¢helles multiples tronguau premier ordre, qui estabfiquement valide pour un
déplacement transverse de I'ordre ¢ L. = 0.023 mm (voir I'equation 4.11 et la discussion qui
suit). Or les deux recalages de ned&l prouvent que ces derniers rendent compte dedeapce jus-
gu’'a des amplitudes duegtlacement de I'ordre du milligtre, c’esta~dire de la moit”de I'épaisseur
de la plaque.

En revanche, dans le cas de fages plus importants comnig,. = 0.32 N décrit au paragraphe
6.4, il n'a paseté possible de recaler quantitativement le eedsur les exgrfiences. Cela provient
probablement d’effets du second ordre, qui ne peuventgthesrégligés pour ces niveaux d’ampli-
tude. Cela est discaetau paragraphe suivant.

En conclusion, raime si le modle est matbmatiquement valide pour desglacements de 'ordre
deh?/L, il apparaf étre encore valable pour de I'ordre de la moié de I'epaisseurh/2 = 0.8 mm
Cela apporte une nouveauux travaux de Nayfedt al[74, 109, 110], dans le sens tes exgriences
présenges ici, valident leurs travaux pour une gamme plus importante de conditiogsregptales.
Néanmoins, une limite #orique pecise est difficilea’estimer, et des egpiences semblent@vitables
chaque fois que I'on veut pciser le domaine de validiti’'un moctle.

6.5.3 Effet du second ordre

Les effets du second ordre peuvent modifietdde de faon substantielle [78]. lls modifient en
premier lieu la fEquence des oscillations libres en fonction de I'amplitude [73], ce gt é&oqle
au paragraphe 5.2.2 et qui sera apptiqu’cas msent dans la suite. En second lieu, leur introduction
dans la tledrie obligea tenir compte de tous les modes non-egitlirectement par le foage, et
méme ceux qui ne sont pas en relation deariance interne. Lesultat est que les modes propres
linéairespeuventetre combies pour former des mode®n-lirgaires dont les @formées sont fai-
blement @&pendantes de I'amplitude deplacement [77]. On montre ainsi que l'introduction des
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FIG. 6.16 —"Backbone curves” exprimentales compéesa la théorie, limiee au premier et au
deuxéme ordre. L'amplitude de la force d’excitation est@egea cdté des points exgrimentaux. La
courbe exprimentale gt mesuee dans les conditions du paragraphe 6% £ 0, f1 = 105.5 Hz,
fo =108 Hz)

modes non-liraires n'est aCessaire que lorsque oraide de poursuivre lesegiéloppements per-
turbatif (Cf. § 5.2.1 et 5.3.2) jusqa T'ordre 2 enc. On retrouve ainsi lesesultat de [6], qui disent
gue la &pendance en I'amplitude de vibrationdes é&formées modales n’est significative que pour
de grandes amplitudes, lorsqueest de I'ordre de 2 fois €paisseur. En outre, cela ne change pas le
comportement qualitatif du sysmtie. Un rappel de®férences bibliographiques et une discussion sur
ce sujet est propesau paragraphe 4.1.2.

D’apres I'équation (5.33), la pulsation d’'un oscillateur de Duffing en fonction de 'amplitude des
oscillations s&crit :

9(1 -1 T (wm>2 _135(1 =%’ 12 <wm>4] 6.7)

w=wo |t 16 wi\h
Une expression voisifiest proposé dans [114], obtenwepartir d’une inggration de la trajectoire
du syseme dans le plan de phase pendant wereode.

La “backbone curve” &t trace exgrimentalement pour la configuration 2, peur< 0, dans
les conditions du paragraphe 6.4. Comme la brancherguyse de la solutiondbL n’est pas conte-
nue inégralement dans lagion d’instabili€, il est possible de mesurer les coordees(f., w,)
du sommet de la courbe destnance et ainsi de tracer la “backbone cur@¥’{ 5.2.2). Le Esultat
est repesent” sur la figure 6.16, superposivec les solutions doriques trongeés au premier et
deuxiéme ordre er{w,,/h)?, & partir de [Equation (6.7). Cette figure est utile powtefminera’

4Les deux expressions soegales au premier ordre et @ifEnt par le facteur du terme du second ordre, du fait que le
wn, de I'équation 6.7 est I'amplitude deflendamentale du signatt non celle du signantier, qui dépend de I'harmonique
3, non-regligeable au second-ordre
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partir de quel niveau de foage les dif€rentes solutions cessenetfé valides. Ainsi, pour une am-
plitude d’excitation suefieurea0.14 N, ce qui correspond Un dplacement de 'ordre de la maiti”

de I'épaisseur de la plaquk/2 = 0.8 mm, la solution au premier ordre n’est plus valable. Cela per-
met d’estimer la limite sugrieure de la gamme de validitiu mo@le du chapitre 5, et montre qu’'un
développemena l'ordre 2 est Btessaire pour pdire guantitativement les cas t& déplacement est

de l'ordre de grandeur dedpaisseur de la plague En particulier, ces consadations expliquent
pourquoi le recalage de melg n'a paefé possible au paragraphe 6.4, pour une amplitude de la force
d’excitation de0.32 N. Néanmoins, la solution au premier ordre esergessante, puisqu’elle guiit
gualitativement toutes les caradstiques mises eevidence expfimentalement.

6.6 Conclusion

Ce chapitre termine la deletiie partie, consaeea I'etablissement, laesolution et la validation
expérimentale d’'un moele de plaque. Le diagramme de la figure 6.17, p. EsRimie certaines ap-
proches possible pouesoudre un proleine de vibrations non-ladires de milieux minceslastiques.

- 6(Qo——

— 151 —



CHAPITRE 6. VALIDATIONS EXPERIMENTALES

Mécanique des Milieux Continus 30
en grande transformations

< HYP. MILIEU MINCE
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1D 2D
[Poutreg [Plaque§
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HYP. : LIMITATON DES DEPLACEMENTS

—~—— ou
HYP. : LIMITATION DES EFFORTS

Chapitre 3
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m
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Rotations déformation

Equations aux @rivées partielles

HYP. DE SEPARATION
DES VARIABLES

Numeériques Analytique
ProbEme

=L ini ; B ;
Eléments finis, Proj. sur Modes spatial _

les modes liraires non-linaires ) Chapitre 4
Differences finis

Equations diférentielles ordinaires

HYP. DE REDUCTION DU NB.
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Résolution

= ProbEme Chapitre 5

perturbative

- . Chapitre 6
Validation expérimentale

FIG. 6.17 —-Diagramme ésumant les approchésoqiees dans la deudime partie de ce manuscript.
Les cadres gris fores corresponderit la methode utili@es pour calculer une solution au prébie
de plague mince, qui consisgepartir deséquations de la étanique des milieux continus tridimen-
sionnelsa calculer les @placements et les contraintes dans la plague.
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PARTIE I I I

Des systmes discreta 1 dege de liberé

As we have said, lattice trusses and solid beams can nearly always be
used interchangeably, and so, as one might suppose, the stress system
within a truss is not very different in principle from that in a solid

beam, although it has the advantage of being rather easier to

visualize.

J. E. Gordon,
[43], Chap. “The advantage of being a beam”, p. 236






CHAPITRE 7

Non-linearies geonetriques

Ce chapitre propose efldier les propdftés de systmes discreta un seul degr’de liber€ (1
DDL), en vue de dgager des interptations simples des comportements noedinés de structures
continues plus complexes comme les plaques et les coques minces, et ainsi les gongs et les cymbales.
L'id'ee est de repsenter les fibres de ces ®sEs minces continus par des bartsstiques. Les
sysEémes ainsi obtenus sont compsegle barres rota€s soumisea des vibrations de grande ampli-
tude, ce qui permet de prendre en compte des n@aigs gonstriques. Leur exéme simplici€
permet [€criture de moedles analytigueglégants, Btessitant un minimum de simplification, et le
comportement de chacune des barres est alors facilement identifiable. Les calculs qui suivent sont
inspirés des ouvrages deemanique des milieux continus de J. Satam§d7, 98] et I'idde de ces
petits systimes est venue as lecture des travaux de Me@din et D. Rixen [41] et J. Antunes al

[1].

7.1 Une barre isoke

7.1.1 Effort normal

FiG. 7.1 —Sclema d’'une barre iséle soumisa uneélongation.

En premier lieu, on se propose despiser le modle utilisé pour une barre ise€, repesente
Fig. 7.1 et soumisa des grands aplacements. A cause de l'articulation au paihtla barrea
I"equilibre sous I'action de la forcl appliguée enB n’est charge que suivant son axe longitu-
dinal couranti. On noteA, la section constante de la barfea longueur courant@,sa longueur au
repos eti ety les vecteurs directeurs unitaires des deux configurations. On supposera que :

1. la ligne neutre de la poutre reste une droite au cours de la transformation, et que chacune des
sections normales et droites subit une translation suivant I'axe courant de la poutre (elles restent
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donc normales la ligne neutre) ;

2. seule la contrainte normale de Cauchy est non nulle, e'elite’ que le tenseur assed®écrit
g=0,T®M;

3. le matriau, homoghe et isotrope, restddstique liaire au cours de la transformation ;

Comme la barre est soumisedes grandsaplacements, on ne peut pas confondre la configuration
déformée et la configuration de repos, et la loi de comportement fait intervenir le tenseeirisyra”
des contraintes de Piola-Kirchhbff et le tenseur desefiérmations de Green-LagrangeCette loi
s'écrit [98] : B -

1+v v

7 £ @i (7.1)

De plus, sous les hypagses pgcedemmenehune€reées, on montre quea la méme forme que, soit
™ = T, Ty @ 7ig, C€ qui entraine que :

Q:

L) 0
E 14
0 0 —Zr, o
E (0,t10,t20)

Les 2 termes deaformations tangentielles, non nuls, montrent que la section de la poutdise r’
sous I'action de I'effort normal. Cela est comnaimént appe 'effet de Poisson.
Par ailleurs, la dformation normale g¥¢rit :

llQ_l%—s—i-lEZ avec 5—l_l0—ﬁ
2 2 2 ol D

€Ep — ’fio.gﬁo = (73)
ou ¢ la déformation liréari€e etAl I'allongement.

L'effort normal par uni€¢’ de surface dans la barre couramaté,= og7dS = 0,7dS, est le trans-
porté convectif de I'effort normal de Piola-Kirchhoff par uaitle surface dans la barre noafamée,
dNo = mrpdSy = mu1ipdS. Apres inggration sur la section de la barre, on mong&?) que I'effort

normal est :
l l l

N = —N[) = —A()T['n = —EA() €n, (74)
lo lo lo
soit :
| IN? 1 3 1
N=-EA —) —-=—|i=EA 2423 q. 7.5
27 (lo> lo " 0(€+26+2€>n (7:5)

La non-lirdarig, appetegeonetrique provient du fait que, en grandgplacements :

— on ne peut pas ledriser les dformations (ce qui serait le casssi< 1), et la mesure des
déformations est une fonction non-#iaire des dplacements des points de la structure (Eq. (7.3)) ;

— on ne peut pas confondre la configuration de repos et la configuration courantecthiesystla
conduita un effort normal dans la barre fonction noneliire des dformations (Eq. (7.4)).

Néanmoins, il convient de pciser le domaine nuemnique de validié’de cegquations.

7.1.2 Domaine de validié

Le domaine de valid@de la relation de comportemeziastique ligaire utili€e ci-dessus (Eq. (7.1))
peutétre peci® par un essai de traction effeetalr unesprouvette fabrigeé dans le matiau uti-
lisé. La Fig. 7.2 donne la courbe contraintfomation pour un acier courant, typique destauXx.

1@ est aussi appelZ tenseur de Piola-Kirchhoff [97, 98, 55] ou tenseur des contraintes de Kirchhoff-Trefftz [41]
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FIG. 7.2 —Essai de traction typique, pour un acier ordinaireétite [32]. Uneéprouvette est solliée

en traction, et la contrainte normale (rapport d€é par la section initiale4,) est tra@ en fonction
de la ceformationAl/ly = (I — lp)/lo.

Pour des dformations tes faibles, la contrainte mes#r‘est proportionnella la dgformation, et le
comportement est ainsidstique ligaire. Le coefficient de proportionnai€st le module d’Young

(ou module dé&lasticig, F) du magriau. Lorsque la limite @lasticig ¢, et la d&formation as-
SocEee, = 0./ F est dpasse, le comportement du neaihu devient plastique, et desfdfmations
remanentes persistent agrannulation du chargement [32]. Lors du fonctionnement normal de gongs
et de cymbales, le matiau ne @passe pas la limite elasticig, car cela entrainerait desgtadations

de la structure qui se manifesteraient notamment par un changement eenétrie et du timbre

de I'instrument. Cela serait incompatible avec une utilisation normale de ces instruments. Le but des
petits moetles de barres est degglife le comportement de structures qui restent dans le domaine
élastique. Par comsjuent, la dformation de toute barre iss# ne doit pasepasser la valeur de

Matériau Module d’Young Limiteelastique [@formationa la
E [GPa] o. [MPa] limite élastiques, [107?]

Acier courant 210 220 1.05
Acier a ressort 220 550 2.5
Laiton (Cu 80% - Zn 20%),

qualité ressort 120 400 3.3
Bronze (Cu 80% - Sn 20%),

écrouis (cymbales, gongs) 120 400 3.3

TAaB. 7.1 —Ordre de grandeur des pro@tesélastiques de quelques ragtaux,a partir de [32], p.
297 et 339, et [34] p. 85.

La litterature est &S pauvre en domes pecises sur le comportemenengnique des matiaux
comme le bronze et le laiton, qui sont utdisde faon trés ponctuelle dans I'industrie. Des valeurs
moyennes de module d’Young et de liméiastique sont gciges Tab. 7.1. On peut penser qu'une des
raisons des multiples martelages et traitements thermiques que subissent les gongs et les cymbales lors
de leur fabrication est d’augmenter leur limiiastique paecrouissage. Les valeursgde= 400 MPa
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et donce, = 3.3.10~3 sont donc probablement des ordres de grandeur plausibles.

Conclusion

Lorsque les effets non-lgdiresevoqles au paragraphegmédent §7.1.1) sont egligés, I'effort
normal dans la barre est proportionadh déformation liréari€e, et s&crit :

N'n = FAge (7.6)

Une difference dé& % est dscelable entréV et N & partir d’'une @formation lir€ariges = 6.6.1073

en traction et = —6.7.10~% en compression, valeurs bien suigures aux valeurs dg courantes.
Ainsi, les effets deson-lirtarités geonétriques sur une barre iseaéne sont perceptibles que lorsque
les contraintes dans la barre omfpdise’la limite élastique du matiau. Elles sont donégligeables
lorsque le systime ne dpasse pas la limitelastique du matiau, ce qui est le cas pour les cymbales
et les gongs.

7.2 Syséme “plat”

FIG. 7.3 —Sclema du sy&time “plat” de deux barres. La configuration nogfdrirée est dessé@e en
traits interrompus.

Le syseme que 'oretudie ici, repeseng’ Fig. 7.3, est constitud’'une massen, située au point
M, reliée au Bt par deux barres de sectioly, de longueui dans la configuration courante, gt
dans la configuration deeférence, au repos. Les liaisons entre (i) les barres et la masse Jppint
et (ii) les barres et ledti (pointsA et B) sont toutes des articulations parfaites. On supposera dans
cetteétude que la masse ne septhce que suivant herticaleg, déplacement netw, si bien que le
syseme est symtrique par rappord ¢. De plus, le poids de tous les constituants dueyst (barres
et masse) estatligé devant les autres efforts. La distance entre les poinds B vaut exactement
21y, si bien qu'au repos, le syatie est platq = 0), et les barres ne sont pas chee§’

7.2.1 Force de rappel

Tout d’abord, on se propose de calculer la force de ralﬁpeb(erce’e par la masse sur 'ensemble
des deux barres, en fonction depdacemeniv de celle-ci. La composante normale du tenseur des
déformations dans chacune des barres est :

12-2 1 (w)?
€Ep — 5 12 0 = 5 l_ , (77)
0 0
2Le présent sysime, plat au repos, est en fait hyperstatique desdegrar les seulesquations de la statique des solides
ne permettent pas de calculer les efforts dans les barres.
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ou on a utili€ le tréoreme de Pythagore.
Comme dans le paragraphe 7.eg@dent, on utilise le tenseur sgtique de Piola-Kirchhoffr
pour calculer I'effort normal dans les barres, si bien que :

0

ou 71 est la direction courante de la barre coeséd’. La force de rappg],, de direction verticale, est
obtenue en sommant les projections sur la verticale des efforts noindams les barres, dio:’

F, =2N sina ¥ (7.9a)
2
—9 EAO Y g (7.9b)
lo lo
—— _,_/
%.sma ITON
et enfin :
w\3
F, = EA <10> 7. (7.10)

7.2.2 Force de rappel avec comportement lgmire des barres

On note : I
e=—"2 (7.11)
lo
la déformation liraire de chacune des barres. L'effort normal dans chacune des barres en comporte-

ment lindaire est (Eq. (7.12c)) :
=1

N = EAge = EA, (7.12a)
0
w 2
:EA0< > 1 + tan2 a—l):EAO 1+(—> —-1| (7.12b)
Cos lo
w\? 1 [(w\’ w\®
— —EAO _Z +o|l= , (7.12¢c)
lo lo lo
Par suite, la force de rappel est :
: : 1—1
Fii = 2N sina = 2B 40— 0% (7.13a)
0
l0> w ( 1 > w
=2FBA) (1- =)~ =2B4) (1 - ———=) — 7.13b
(1-7) § =2 (1- s ) (7:130)
w\® 3 [(w)® w\’
=EA S (—) =2~ : 7.1
O{<lo> 4<lo> o <lo> } (7.43¢)

7.2.3 Discussion

D’aprés les calculs gédents, la force de rappel ne peds pas de terme kxire par rapport au
déplacement transverse. En effet, un “pet€ptiicementv/}, de la masse partir de la position de
repos se manifeste en praare approximation par une rotation des deux barres autour des gadts
B, sanselongation de celles-ci. Les termes d’ordresesigrirs montrent qu’uneaplacement vertical
w impos a la masse €@ :
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= 01 0.1
=
< 0.08} 0.081
i)
£ 0.06} 0.06}
<
£
@ 0.04r 0.04}
(8]
<
20.02f 0.02}
0 : : : : 0 : : : :
0 1 2 3 4 5 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Déformation linéarisee: & = (-1 )/l « 107 (a—sina)/sinat [%]

FIG. 7.4 —Déplacement vertical fonction de : (a) - la dformation lirearie des barres; (b) - le
pourcentage entre I'angle et son sinus.

— un effort normalV dans les barres proportionnel au eadi dEplacement ;

— une force de rappéf, proportionnelle au cube dieglacement.
En d’autres termes, un mouvement transversal de la masse entraine un allongement des barres, qui est
du second ordre. Cet effet est comramreént appe effet de cabld41], typique des non-lieériges
de type gongtrique. Cela se manifeste par des effets analogues dans les structures minces, no-
tamment dans les plaques) an dplacement transverse induit un chargement quadratique du plan
moyen Cf. chapitres 4 et 5). Examinons maintenant pliecpEment les causes de ces noreéinés
géongtriques.

Le déplacement vertical de la massedit :

[ 1 1\?
Y e tana=/—— —1=4/(—~) -1 (7.14a)
lo cos? o Iy

=1 +e)2—1=+2c+¢2 (7.14b)

La Fig. 7.4(a) donne le graphe de la fonctioegdente. On constate que pour les valeurs de
domaine de validé'du comportemerglastique ligaire des barresy est de I'ordre de grandeur de
0.08ly (pour une éformation lir€arise des, = 3.2.10~3). Cela prouve que le terme d’ordre 4 dans
I'Eq. (7.12c¢) et celui d'ordre 5 dans I'Eq. (7.13c) soegtigeables devant les termes d’ordresinéur.
Ainsi, on retrouve que les non-k@ri€s induites par le comportement noneliiife ggongtrique
(Eq. (7.7) et (7.8)) des barrésokessont régligeables : les non-ladries pesentes daifg, et N ne
sont issues que de I'epation de projection sur la verticale. Elles se manifestent par :

— une dformation (et donc un effort normal) non-diaire par rapporw (Eq. (7.12b)) ;

— la force de rappek;,, non-linéaire par rappor I'effort normal N (7.13a)).

La Fig. 7.4(b) montre que si les barres ne sortent pas de leur domaine de compoeiastenie
lineaire, 'approximatiosin o ~ « est valide (o« —sin «)/ sin o = 0.17% poure = g = 3.2.1073) ,
méme si c’est la projection (d’angté sur la verticale qui est la cause des norediriés ggongtriques.
Cela donne une validation des hypesies desduations de Von Krman du chapitre 3wchacun des
segments droits de la plaque est sugmEsir un éplacement de solide rigide avec rotatiorelini€e
(Hypothese 3.2, p. 61).
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Conclusion

Dans le domaine wla relation de comportement des barres est valable, a‘déte’lorsque le
maeriau resteelastique ligaire, chacune des barres subit une transformatiopeétes perturba-
tions Cela signifie que les effets non-#aires induits par le comportement norefiire des barres
isolées (qui proviennent (i) des termes quadratiques danefesndations de Green-Lagrange et (ii)
de la configuration eformée que I'on ne confond pas avec la configuration au repos dersgstsont
négligeablegievant les non-liearigs provenant de I'ggration de projection sur la verticale. La seule
source des termes non-iaites dans lesquations est donc laetite rotationdes barres, d’angle.

Il est ainsi possible d'observer desplacements transverses importants alors qued&smations
restent petites. On retrouve ici desmbminations classiques assms aux milieux minces : grands
déplacements, rotations mex@es (ou grandes rotations, pour certains elesltde poutres) et petites
déformations.

Devant la grande simpli@tdes calculs du paragraphe 7.2.1 par rapparéux du paragraphe
7.2.2, aucune approximation ne sera effeetdans les calculs qui suivent. Il faudra toutefois garder
al'esprit que les effets du comportemerbgEtrique non-likaire de chacune des barres éss sont
négligeables.

7.3 Syséme avec inclinaison initiale

FIG. 7.5 -Sclema du sysime de deux barres. La configuration ndfednée, d’anglex, par rapport
a l'horizontale, est dessee en traits interrompus.

Le syseEme que l'oretudie ici, repesent Fig. 7.5, est similaire au sgshe “plat” de la Fig. 7.3,
a la difference que, en position de repos, les barres sont @gdid’un angley. On notee la hauteur
de la masse en position de repos, si bien guey = ¢/ly. La encore, le poids de la masseest
négligé devant les effortslastiques mis en jeu, si bien qu’au repos, les barres ne sont paseharg”

7.3.1 Force de rappel

Comme pecédemment, la composante normale du tenseur déésrishations dans chacune des

barres est :
112—18 ew 1 [(w\? w 1 /w\?
_ 1 _fv o (YY) gl (Y 7.15
en 5 l% lolo+2<lo> s1naolo+2<lo>, ( )

3Ici, 'hyperstaticig du systine “plat” (Cf. note 2, p. 158) est l@ga cause deyp # 0
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ou on a utili€ le tréoreme de Pythagore. L'effort normal dans les barresrit”

N = —N[) n= EA[)—.Gn ’fi, (716)
lo lo
ol 71 est la direction courante de la barre coeséet’. La force de rappgl,, de direction verticale, est
obtenue en sommant les projections sur la verticale des efforts noindams les barres, dio:’

—

Fy =2Nsinay (7.17a)
w w1 (w)?
=2 — +sinag | EAg| sinag— + = [ — Y, (7.17b)
l() lO 2 lO
L sina oy
et enfin :
— w3 w\? 1 (w)?®
F,=2FAy{sinay— + =sinag | — | +=(— 1. (7.18)
lp 2 lo 2 \p

La détermination de I'effort normal dans les barres est moinseugtiate, et roéssite d'effectuer
le développement limé’del /Iy, soit :

I 2
L8 cos gV 1+ tan? o = cosozo\/l + (tanao + %)

lo COoS &

2
= 1+23inaog+ w
lo lo

2 2
—1+sinagl + L5 2 (WY1 0
o 2 \Up

w 3

(—> ] , (7.19)
lo

> . w 1 . 9 w? w\*| | .

N = FA s1naog + <§ + sin a0> <%> + 0 <E> 7, (7.20)

On peut remarquer que I'on retrouve bien les expressiong,ds N calcukes dans le cas du
sysEme plat au paragraphe 7.2pgtent (Eq. (7.10) et (7.12c)), lorsqugest supposnul dans les
équations (7.18) et (7.20).

de sorte que :

7.3.2 Influence de la courbure

Lorsque linclinaison au repos des barres est non najje£ 0), des termes sont ajag’dans
I'expression de I'effort normaN et de la force de rappd,,. L'Eq. (7.17b) aidea’identifier leur
origine.

— Letermdinéaireprovient de la projection sur I'axe vertical des efforts normaux dans les barres,

avec l'anglea considré constantet égala sa valeury au repos. Cela donne une raideur

lineaire2 E A sin? oy au syséime, d’autant plus importante que l'inclinaison initiale est grande.
— Letermequadratiqueprovient du fait que la raidewourantedu syseme, £, /w est proportion-

nelleasin a sin ag, et dpend ainsi de l'inclinaisocourantedu syseme. Siw augmente (resp.

diminue),a augmente (resp. diminue) aussi, ce qui induit une augmentation (resp. diminution)

de la raideur du systhe. D’'un point de vue plus écanique, plus les barres sont inels,
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plus elles offrent uneesistance importanta un effort ex¢tieur vertical. Le cas limite arrive
lorsque la barre est verticaley $effort normals’oppose directement au chargement. Lorsque
le syseme est chaigy’les barres s'inclinent d’un petit angle, qui introduit une faible variation
de raideur, responsable du terme quadratique.

— Le termecubiqueest identiqueacelui de I'Eq. (7.10) pour le cas du sgste “plat”.

Un paralEle peutetre fait entre ce dernier syshe et des structures plus compkgs’comme des
arches et des coques minaesourbure non-nulle, si les effets de la riggd@h flexion sont @jligés
devant la rigidi€ de membrane. Dans ce cas, wpldcement normal la surface moyenne (ou la
ligne moyenne pour une arche) de la structure induit un chargement de cette surface (resp. ligne) qui
pos®de un terme quadratique. Ainsi, I'inclinaison initiale du seyst est comparabke la courbure
non-nulle de I'arche v de la coque, qui induit des termes quadratiques dans I'expression de la force
de rappel [136].

7.4 Sysémes avec raideur en flexion

Pour prendre en compte l'influence depdisseur d’une structure mince continue (de type coque,
arche...) sur ses vibrations, oraide de complexifier le syatie de la Fig. 7.5 en lui ajoutant de
nouvelles barres. Elles permettent de rendre compte des sollicitations en traction/compression de
certaines fibres prises dansepaisseur de la structure continue assecet ainsi d'ajouter une raideur
analoguea’la raideur en flexion d’'une arche d’une coque.

FIG. 7.6 —(a) - Scléma du sous-syghe avec raideur en flexion. La configuration néfedrée,
d'angle oy par rapporta I'horizontale, est dessie en traits interrompus. (b) -&nétrie de la
partie sugrieure

Le nouveau sysime est toujours syetrique par rappor la verticale, si bien quedtude de I'un
des sous-systes, remsSent’ Fig. 7.6(a), est suffisante. Il est compadg trois barres de sections
Ap, supposes ne pouvoise @former qu’erélongation La barre centrale este€ au bii par deux
appuis mobiles, edl et M. Les barres swgrieure et in€rieure sont Bes d’'un ofé au lati par deux
appuis mobiles erP et @, et de l'autre ofé par des encastrements avecalement(FAC), lui
méme encastrpar rapporti’la barre centrale eA. Toutes les liaisons mobiles sont suppes sans
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frottement, si bien que les barres restpatalkleset équidistantedes unes des autres pendant le
mouvemertt. L'inclinaison initiale des barres esg, et 'angle entrg EAC) et la direction courante
des barres est constant et vayR — . Les trois barres ont la emie longueur initiale, neg€j, et
leurs longueurs courantes santt et/—, et leur inclinaison courante est eety. Un effort vertical
extérieur F, est impog”au pointM, qui se &place dew, et un effort horizontak), est imposg”au
point A, qui se @place de..

L'id'ee sous-jacenta Ce systine est de fournir une melt simple rendant compte du compor-
tement non-likaire de structures pafanta la fois une raideur en flexion et une courbure initiale,
comme les arches et les coques. On peut faire un plalhtre la quangt2h, distance constante entre
les deux barres egtieures, et Epaisseur de la coque, constante au cours de la transformation du fait
des hypotlses de Kirchhoff-Love. De laemie faon, I'inclinaisong initiale des barres est analogue
ala courbure de la coque. Ainsi, la barre centrale et les deux barergeex€es re@sentent des fibres
prises respectivement dans la surface moyenne et sur les deux surfaresued de la coque. En
particulier, sous I'action de I'effolk’,, I'inclinaison du systine augmente, la barre ®rgure s'al-
longe, la barre irdfieure seeafrécit, ce qui est analogue au comportement des fibres d’une coque en
flexion.

7.4.1 Equations d'equilibre

P
F
N+ i
F,
_ M kig i
< Fu
N
[, tan o
7,
Q —
g Fq
-
(b)

FIG. 7.7 —(a) - Equilibre du sous-systme repésené Fig. 7.6. (b) Equilibre des noeudB, M et Q.

Comme lors des sysimes pecédents, on se propose de calculer les forces ersrpar le systhe
sur les pointd\f et A, appe€es respectivemeny, et F,. Pour cela, on utilise le Principe Fondamental
de la Statique appliqud’aborda I'ensemble mobilef. Fig. 7.7(a)) et ensuita ¢hacun des nceuds

4On peut imaginer qu’'un sysiie annexe oblige chacune des baaresster rectiligne etquidistante des autres. C'est
ce syseéme quigquilibre les efforts tangentiels dans les barres.

— 164 —



7.4. SYSTEMES AVEC RAIDEUR EN FLEXION

P, M et@ (Cf.Fig. 7.7(b)). On obtient alors lese&juations suivantes :

Res/z : Fy+Fp+ Fy+ Fg =0, (7.21a)

Res/7 : Fa+ Fy=0, (7.21b)

Mom./M : lytanaFy, — 1, . Fa — LFP + h Fo =0, (7.21c)
Cos cos v

NeeudM/7i: — N + Fysina+ Fycosa =0, (7.21d)

NeeudP/7i: — NT + Fpcosa =0, (7.21e)

Noeud@/m: — N~ + Fgcosa =0. (7.211)

En substituant d'une part (7.21e) et (7.21f) dans (7.21a), pe@udtion obtenue dans (7.21d), et
d’autre part (7.21b), (7.21e) et (7.21f) dans (7.21c), on obtient lesyssuivant :

F,.sina— F,.coca =N+ N"T 4+ N, (7.22a)
h 1
Fy+ Fy.tana = ————(NT - N"), (7.22b)
1, cos? a
de sorte que :
htana o _ + -
== (NT—=N7)—cosa(N+NT"+ N7), (7.23a)
[ cosa
h
(NT = N7)+sina(N+ N4+ N7). (7.23b)

w:
[ cos

Les relations de comportement de chacune des barres (Eq. (7.5)) permettent alors de calculer les
forces de rappel. Les efforts normaux dans les barepsmident des longueurs courantes de chacune
des barres, que I'onatérmine avec l'aide de la Fig. 7.6(b), et qui sont :

Barre sugtieure: [T =1+ h(tan a — tan ap), (7.24a)
Barre in€rieure: [~ =1 — h(tan a — tan ). (7.24b)

On obtient alors :

3
N+N++N—:gEAO{(i> L

2
2 (E> (tan o — tan a)? — 1] } , (7.25a)

lo lo lo
1 1\? h
Nt - N~ =_FAg(tana —tanog) {2 3 — ) —1| —
2 lo lo
h\? )
+2 T (tana — tan ag)” 7, (7.25b)
0
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Finalement, les forces de rappel sont :

lo lo 0

1 IN® L1 h\?
F, = §EA0 {—3 cos « (—> 4+ 3—cosa [2 (l_> (tan o — tan ayp) (tan3 o — tan ao) +1

l[) 0

1 , A
F,=—-FAp<3sina | —
2 lo

r\?% 1, h\? .
+2 | — Ttana(tana—tanao) ” (tana —tanag)” — 1| », (7.26a)

! h\?( 1
+3— (2| — (tan o — tan cg) + sin e (tan o — tan ogg)? | — sin v
lo lo cos «
2 (h\’l [ ()
+ Z) 2(2) (tana —tanag)® — (tana — tanag) | § . (7.26b)
cosa \ lg l lo

Ces formules sont ietessantes, car elles sont implicites en fonctiohetey, qui repgsentent la
géongtrie du systine. Celle-ci n’est donc pas conraupriori. Ces deux forces de rappeégilibrent
avec les forces egtieures imposésF), et F,. Ce sont alors les conditions aux limites qui permettent
de dterminer d’abord, et ensuitex :

— sile pointA est supposTixe @ rapprochea des conditions “simplement suppgrtians le cas
d’une structure continue, = 0), alors c’est la longueur qui est impose, et I'Eq. (7.26(a))
permet de calculer la force de rapggl= — F}, qui en Bsulte ; 'Eq. (7.26(b)) donne alo¥s,
en fonction dex quelle que soit la valeur de celui-ci.

— si le pointA est libre de se eblacer horizontalemena (fapprocher de conditions aux limites
“libres”, F;, = 0), alors I'effort exgrieur horizontalF;, = —F,, est impog’nul, et la €solution
se fait en deux temps : I'EqQ. (7.26(a)) permet de calculer la longleourante, et ensuite
'Eq. (7.26(b)) donneF,, en fonction dex. Le processus est aloreitif.

On peut rapprocher ces deengs remarques des prehbies de racanique des milieux continus en
grandes transformationsiane des difficults est que les efforts impes sont appliges sur la struc-
ture courante dont la ggongtrie est inconnue, puisqu’elle constitue la solution du protd Cf.

§ 3.2.8 et [97]).

7.4.2 Cas des ex@Emités fixes : influence de Epaisseur

La structure obtenue dans ce caselst celle de la Fig. 7.8, qui offre unergralisation des
sysemes des Fig. 7.3 et 7.5. Ici, seule I'Eq. (7.26(b)) est utile. Elle se simplifie en remarquant que :

w L L
tana —tanag = —, — =cosay [ = ,
L lo COoS
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FIG. 7.8 —Scleéma du sysime de six barres. La configuration noefatée, d'anglex par rapport
a l'horizontale, est dessee en traits interrompus.

de sorte que la force de rappel devient, en sommant la contribution des deux seunsesyst’

F, ZQEAO{Z [3sm ao+2}; (1+tan ao)]

0

2

l2

72

2
2
0

71

(1 + tan ao)] (7.27)

2

12

fl4
(1 + tan® ap) + 21—4

(1 + tan aO)Q] }gj

V3

Dans le cas de ce~syssh‘e, il est intressant de calculer les quaessilﬂf =N+Nt+N",la
tension gréralige, et = N* — N, le moment de flexiongérali. Ils se calculera partir des
Eqg. (7.25a) et (b), et en utilisant (7.19). On obtient :

5 1 }12 2 3
N =3FA s1na0w + = +sin®ap + (1 + tan? ao) 5 w + 0 w .| (7.28)
l() 2 lo lO lO
h 1 w2 w)®
M =2FEAy— — + 3tan o + O . (7.29)
lo | cosayg Iy lo

On peut remarquer que I'on retrouve kguations (7.18) et (7.20), avec 3 barres au lieu d’'une seule,
lorsqueh est pris nulle dans lesquations (7.27) et (7.28) .

L'ajout d™“epaisseur2h au syseme introduit une raideur leire de valewtE 4 (h/ly)? dans le
syseme plat au repos (aveg = 0). Cela permet de faire une analogie avec une plaque minde, 0"
raideur en flexion est proportionnelle au moment quadratique de la section :

3
7 // 2dS_2bh

(section
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Systéme de barres

FiG. 7.9 —Comparaison entre une plaque (vue en coupe) et lersgstle barre

dans le cas d’'une section rectangulaire de se@ior b. Lorsque le systme est chamgtransversa-
lement selonti/, les fibres siteés au-dessus du plan moyen sont ob@sgen traction, alors que les
fibres in®rieures sont compriegs. Cela @é des momentssithissantd/ dans la plaque, qui peuvent
étre compagsa la grandeul, responsables de la raideur en flexi@i. Fig. 7.9).

Un terme non-lieaire cubique em/}y est aussi ajoat analogue la non-liréari€ cubique des
plaques Cf. chapitre 5). La quan&tN peutétre compagé aux forces de membran&sd’une plaque
mince. On retrouve que des grandsptiicements transversesernt unetirement du plan moyen
quadratique (Eq. (7.28)), et qul'ordreO[(w/k)?], le moment f#chissand/ est lindaire (Eq. (7.29)).
Si maintenant on conséde une inclinaison initiale non-nulle, un terme quadratique esteajbans
I'expression de la force de rappel, ce quigedété discu€ au paragraphe 7.3, et qui est analogue
au cas des coques [136]. Le comportement dynamique de ces petisnsgsteratudié au chapitre
suivant.

7.4.3 Cas des extemités mobiles : retour sur lesequations de Von Karman

L'idee dans ce paragraphe esttddier I'influence des conditions aux limitasbord libre, avec
le syseme de la Fig. 7.8wles pointsA et B sont libres de seaplacer horizontalement. Pour sim-
plifier les calculs, et avoir uslément de comparaison avec les plageesjieées au chapitre 3, on ne
consicere que le systme plat au repos, c’estdire aveay = 0.

Equations du mouvement

Pour se rapprocher des hypesies desduations dynamique de Voraekiman pour les plaquespo”
I'inertie longitudinale est egligée, on suppose que le poiAtest sans masse. Le Principe Fondamen-
tale de la Dynamique appligleux pointsA eta la masséf (m) s’écrit :

F,—F,=0; F,—F,=mu7, (7.30)

ol les forces de rappéi, et F,, sont donees par les Eq. (7.26a) et (b). AsrcEveloppements limits
enu/ly etw/ly, on obtient leeequations du mouvement suivantes :

qu 3 (w)
lo 2\l

h?w vw 3w\’
2———3——+ = —
l% lo lolp + 2 (l0>

EA, = F) (7313)

mab + B Ag = F,. (7.31b)

ou les termes d'ordréu/ly)?, (u/lo)(w/lp)?, (w/ly)® et (h/lo)*(w/ly)® et d’ordre supfieur ont
et négligés, pouretre en accord avec les hypeties degquations de Von Krman (en particulier,
I"epaisseur de la plaque est supgmpetite devant les autres dimensions).
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Il est interessant de remarquer que les Eq. (7.31a) et d@egentes sont analogues aquations
de Von-Karman pour une plaquectites en coordore®s camsiennes ([25, 24]), lorsque le mouve-
mentv selony est annwd’ (0/dy = 0, v = 0), qui sont :

Ku,zx + Nex = _Kw,xw,zz (7.32a)

1
DAy Aow +mis — te = Kw gu 5 + in,mw?m (7.32b)

Comparaisons avec des barred extrémités libres - retour sur les non-lirearités dans les plaques

Si les conditions aux limites sont suppes libresf, = 0 dans I'Eq. (7.31a). On obtient alors la
valeur deu/ly, qui repor€e dans I'Eq. (7.31b) donne :

u_1(w)’

lo 2\l) "’
h2

mi + 2B Ay — = F,.
2 I

Lequation du mouvement transverse obtenue est hiféesre On obtient un eSultat analogue en
integrant I'Eq. (7.32a) par rappoa z et en reportant leesultat dans (7.32b), et aussi lorsqu’on

applique les hypotises du mogle de Von-Karmana une poutre qui a ses eginités libres [8, 74, 86,
117]. En effet, sous ces hyp@s$es, la dformation longitudinale d’une poutre est :

1 5 N
=Uy+ = =—, 7.33
E=1Ugy+ 2w7I A, ( )
mw + BIw gppe — NWw g0 = 0, (7.34)

avecu le déplacement longitudinaty le déplacement transvers#, I'effort normal, E le module
d'Young, Ay et I 'aire et le moment quadratique de la section de la poutre. Si lesraitfrs sont
libres de se dplacer, I'effort normalV dans la poutre est nul, et on obtient wewuation lirgaire. Les
non-linéarigs apparaissent dans le netel e poutre libre lorsque on prend en compte des rotations
finies [27, 31, 117].

Les dBveloppements prédents montrent que les nondarigs gongtriques prises en compte
par le moale de Von-Karman proviennent du chargement de la ligne moyenne de la poutre, qui
est non-lircaire (quadratique) par rapport aepliicement transverse. Ce chargement n’est possible
gue si les exemités de la poutre sont immobiées (conditions aux limites encasss ou simplement
suppor€es). Dans le cas des plaquesmne’si le bord est libre, on obtient quandmmé un chargement
non-linéaire du plan moyerQ(. § 5.4). Cela provient de la structure en deux dimensions de la plaque,
qui fait qu’'un dplacement transverse induit une variation de l'aire de la surface moyenne, et ainsi
un chargement du plan moyen dans les deux dimensions longitudinales. C’est pour cette raison que
les Eq. (7.32), dont la dimension selg@ ét annu€e, donnent un mede linéaire en conditions aux
limites libres.

7.5 Conclusion

Les petits sysimes pesent's dans ce chapitre permettent de mettrexddence plusieurs eta-
nismes qui conduiserst des €ponses non-lgdires de structures minces. Les deux causes de non-
lineari#s sont d'une part lessldrmations non-lieaires de chaques fibres, et d’autre part les rotations
finies de ces fibres. A premtié vue, nefne avec une loi de comportemetastique ligaire, chacune
des fibres prise dansjpaisseur de la structure este®td’une @épendance non-ledire entre I'effort
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normale et [Elongation de la fibre lorsque celle-ci devient grande. L'examen quantitatif de la loi de
comportemenglastique ligaire des gongs et des cymbales, montre que ces effetsegpigtaables en
conditions normales de jeu. Les nondaris ggongtriques ne proviennent donc que des rotations
des fibres, qui se manifestent mathatiguement par une egtion de projection sur la verticale,
d'anglea. Ces rotations restent quandgemé petites, puisque I'approximatiem a ~ « est valide,
ce qui corrobore une des hypetes du maele de Von-Karman.

Ces non-liraris se manifestent par un changement de taille de la surface moyenne, qui induit
un chargement non-lgdire de celle-ci, qui est quadratique par rapport eplatement transverse.
La force de rappel, ou la raideur de la structure, gagnent alors des termes cubiques, et quadratiques
si la structure possle une courbure initiale non-nulle. Ces noredin€s n'apparaissent que si le
changement de taille de la surface moyenne est impgo# par les conditions aux limites (poutre
simplement suppogg, par exemple), soit par la structure bidimensionnelle de la surface moyenne
(plagues et coques en conditions aux limites libres).

oo
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CHAPITRE 8

Oscillations non-lieaires

Ce chapitre propose étldier des propetés oscillantes caramtistiques des sysines de barres
introduits au chapitre pddent, lorsque ceux-ci sont sujetslé grandes amplitudes de vibrations.
Les non-lirgarigs, qui deviennent alors norgligeables, ont principalement deux effets. En premier
lieu, la frequence des oscillations ezgime libre de ces syaies devient une fonction de I'amplitude
des oscillations. En second lieu, les norelnigs produisent une distortion harmonique des signaux
d’'oscillation, qui se traduit par I'apparition d’harmoniques d’amplitudes negligéables par rapport
a la fondamentale. La grande simplectructurelle des syaties de barre<f. chapitre 7) permet
une interpetation physique a&€ des pbhonenes, qui peugtre ensuitefargie au cas de structures
plus complexes comme les plaques et les coques. Notamment, l'influence de l'inclinaison initiale
du syseme, dont l'influence est asient identifiable ici, permet deedager quelques éd's Iges
a la courbure d’'une coque, sans avaiécrire lesequations de la Btanique des milieux continus
correspondant auequations de Von-Krman pour les plaques. Enfin, le cas de gongs éfagchinois
et celui du tam-tam du laboratoire seront alesd”

8.1 Lependule

P =mg
FIG. 8.1 —Sclema du pendule

Le pendule de la Fig. 8.1 est un exemplestsimple de systhea non-lirdariés ggongtriques.
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30 T T T T T T T

20

Vitesse de/dt [deg.s™]
—
o o

|
=
o

-20

-30 I I I I I I
-360 -270 -180 -90 0 90 180 270 360
Inclinaison 6 [deg]

FiG. 8.2 —Trajectoires du pendule conservatif dans le plan de phasé.

Par application du principe fondamental de la dynamigu& masse, projetsur la directionj, on
obtient I'équation du mouvement du pendule. Si on suppose toute la masse du pendule eencentr’
autour du pointM, et si on notel la longueur du fil eff = g1; I'accélération de la pesanteur, cette
équation crit : ) ‘

0+ pub + wisinf =0, (8.1)
ol wy = +/g/L est la féquence propre du syshe ety le coefficient d’amortissement, exprengn
s,

Sip = 0, c’esta-dire lorsque le pendule est conservatif, en multipliant les deux membres de
'Eqg. 8.1 part) et en inEgrant, on obtient éguation des trajectoires du pendule dans le plan de phase
0—0: ‘

6? — 2wi cosf = K , (8.2)
ou _
K = 62 — 2w? cos 0

est la constante d’iegration, expriraé en fonction des conditions initial@s= 0|, ety = 9|t:0.
K peutétre vu comme EBhergie initiale, par uritde masse et par ueitle longueur, communige’
au pendule. Les trajectoires correspondandein€rgie necanique constante) sont tess Fig. 8.2,
pour plusieurs valeurs d&.

Lin éarisation

Lorsque I'amplitude des vibrations est$rpetite, c’est-dire lorsquéd < 1, alors

sinf = 6 + 0(6?) (8.3)
et I'equation du mouvementexifit :
0+ pud + w0 =0. (8.4)
La solution analytique est :
0(t) = Ome " sin(wot + @) , (8.5)
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N
—_

d?e/dt? [deg.s” de/dt [deg.s ™}

) | | 0 [deg]
Fréguence [Hz] a a 5 4 o 5 RSN _ N
o Lol N S ) S O o o o o o o
(0] = N N ()] o o o o O O O O o o o o o
© I | © I | © — © T 1
o - 4 o - o - o —
@)
0w
Q.
[ 1 | Sy 1 =L 4 &
o o ‘ o ‘ o =
o
>
(7))
Q
c
S
he)
9]
>
| il | | il ] = ] | il — g'
o o o o =%
)
Q
3
o
=
o
—
T @D
3 —
TN o~ |1 N 1 N | n
fﬁo o o o o
—_ [l
< 3
T~
I
o
H
N
N [ | | N [ ] N [ ] N [ ] 7))
a al al a I
‘_I—‘
.
o
Il
£
~
N
7l
=
w | I wl | w | w | 1w
o o o o ~
a
o
T
N
w | 1 wl | w 1wl _
a a a a
I | | | » L | I I < G I | |
o o o o

FiG. 8.3 —Evolution temporelle de I'inclinaiso8, de la vitesse angulfairia de l'acc&lération angu-
laire 0 et de la féquence instanté@e du pendule amortfly, = 178 deg,fy = 0.
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ol 6,, ety sont dsétermires par les conditions initiale et 6.

Ainsi, pour des petits mouvements autour de la position de réped), (i) les oscillations du
pendule sont parfaitement sinudales lorsque:, = 0 et (i) la frequence des oscillations est une
constante. Dans le plan de phase, la trajectoire devient une elligsgiation :

0> 62

— 4+ ——=1. 8.6

T &0
On retrouve les courbes de la Fig. 8.2 pour les failies

Grands déplacements

0.0391 Hz

Fréquence (Hz) - A f

1 1 ik 1 1 pddpi 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
Temps (s) -At=0.6s

FIG. 8.4 —Spectrogramme de I'aéération angulaired du pendule amortidy = 178 deg,d, = 0 et
le coefficient d’amortissement est 10 fois moindre que pour la figacegente ( = 0.012 s 1).

Lorsque I'amplitude des oscillations augmente, on ne peut plus confsimdiet 4, et I'equation
du mouvement devient non-Baire. La Fig. 8.3 donnedVolution temporelle de l'inclinaisof, la
vitesse angulairé et I'accélération angulairé du pendule, obtenues par uresolution nurefique
de I'Eq. (8.1), par la rathode de Runge-Kutta impla® dans le logicieWATLAB. Lamortissement
a été choisi non-nul, pour montrerdiolution du profil de la solution en fonction de I'amplitude
des oscillations. On constate que plus I'amplitude dpldtement est importante, plus le profil de
la solution eseloigré d’une sinusmie, que I'on retrouve pour les faibles amplitudes. En particulier,
I'accélération est boreé par la valeuf,;, = w?, lorsquesinf = =1, c’estd-dire lorsque le pen-
dule passe par I'horizontal® (= +90 deg), pour les fortes oscillations. On remarque aussi que la
frequence instantae” du pendule epend de I'amplitude des oscillations : elle est de plus en plus
faible lorsque 'amplitude augmente, et tend vers &girénce propre du sgshe (f = wo/27 =
1.58 Hz) lorsque I'amplitude tend vers 0. Cela s’explique simplement en constatant que le pendule
met d’autant plus de temps pour parcourir un aller et retour que I'amplitude des oscillations est im-
portante. Par comsjuent, sagiode augmente avec I'amplitude des oscillations, etdguence ins-
tantar€e diminue. Ce comportement est couramment agssouplissafit

ICest ici la routineode45 qui aété utilisée.http ://www.mathworks.com
2Cf.note 5, p. 40, et [74].
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Le spectrogramme de la Fig. 8.4 confirme la distorsion harmonique ceadat’le profil des
évolutions temporelles. On peut noter que celle-ci n'es¢ giie par des harmoniques d’ordre impair
(de pulsatiorBwy, 5wy. . .), ce qui est une corguence du comportement sgtrique du pendule par
rapporta la positiond = 0. Plus matematiqguement, celaesulte des mamhes non-lieaires intro-
duits par le sinus dansdijuation du mouvement, dont aucun n’est d’ordre pairf = 6 — #/6 +
o(6°)). Cela se manifeste aussi par umdatimation de la trajectoire du pendule dans le plan de phase,
qui s’éloigne de IEllipse lorsque I'amplitude des oscillations augmente.

En conclusion, I'exemple simple du pendule noreliire permet d’introduire les non-8afigs
géongtriques, et deux de leur catgiences sur les sgshesa un seul degr de liber€ (1DDL) :
— la dpendance de ladguence instantae’des oscillations en fonction de leur amplitude, et,
— la distorsion harmonique qui apparaiforte amplitude.
Cela vaetreétud@ en dtail dans les paragraphes suivants.

8.2 Effet raidissant ou assouplissant

La dépendance en amplitude de l&dtience des oscillations libres du sys€a 1bDL non-
lineaire introduit pecddemment dans le cas du pendule, est une @#pgénérale des oscillateurs
de type Duffing [74]. Selon les cas, laefflence augmente en fonction de I'amplitude des oscilla-
tions, et le systme est qualié’deraidissant A I'opposé, si la fiéquence diminue avec I'amplitude,
I'oscillateur est ditassouplissantCf. § 2.4.2 et [74]).

8.2.1 Solution analytique perturbative de lequation du mouvement

On consi@re le systine de la figure 7.8. Pour obteniedjlation du mouvement de la masse
M (m), on lui applique le principe fondamental de la dynamique. Elle est sounliéstrce de rappel
impoge par les barres; Fy, (Eq. (7.27)), et la force verticale extieureF, ;. On obtient alors :

— —

Femt_Fw:mwa

soit :
F,
W+ wiw + fw?® + Tw® = ﬂ, (8.7)
m

ou w est la @frivée seconde par rapport au temps dpldéement vertical. La fréquence propre
du syseme liréaire assoeiet les coefficients etI" sont dfinis par :

2EA 2EA _ 2EA

2
= — = — F = .
Wo ml() 1, 6 ml(g) Y2, mlg Y3, (8 8)

ou 1, 7y etys ontété introduits par Equation (7.27).

Lequation (8.7) est unequation de Duffing conservative, avec un terme quadratique esuppl”
mentaire. Laeponse en oscillations libres de cedtpuation, c'esk-dire lorsque le terme de fage
F.,; est nul, peukfre obtenue de fan analytigue par une ethiode perturbative. Cela consiste
considrer que les termes non-éiaires sont suffisament petit pour que leur contribution n'apparaisse
gque comme une petite perturbation de la partiediné de IEquation. Dans notre cas, I'importance
des non-lieariés dpend de la valeur de I'amplitude du mouvement, que I'on ngtePour faire
aparafre I'echelle des difrents termes, on introduit un petit paetnes dans léquation du mouve-
ment comme suit :

E=—, w=—, (8.9)
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de sorte que :
W 4 wiw + efw? + 2T'w® = 0, (8.10)

ouf =10, T = 2T ete < 1 lorsquew,, est petit devanky. La misea I'echelle des difffents
termes est alors automatique.

On utilise la n€thode degchelles multiples [74, 65] pour calculer une solution appeectfour
cela, on introduit plusieurschelles de temps :

T,=¢e"t neN, (8.11)
et la solution est chere® sous la forme d’unedeloppement en puissancessde
’lfl(t) = ’lU[)(T(),Tl, .. ) + E’wl(T[),Tl, .. ) + 52w2(T0,T1, .. ) + ... (8.12)

Les dErivées temporelles deviennent alors :

d
= Do+eDi+ 2Dy + ..., (8.13a)

d
= = D§ +2eDoDy + € (2DyDy + DY) + ... (8.13b)

ou D,, = 0/0T,. Par substitution desquations (8.12) et (8.13) dangdjation (8.10), et en identi-
fiant les puissances deon obtient le systme suivant :

ordre1: D3wg+ wiwy =0 (8.14a)
ordree :  Diw; + wiw; = —2DgDywg — B'w? (8.14Db)
ordres® :  Djws + wiwz = —2DgDywy — (2DgDs + D}) wy — 2B'wow; — wj  (8.14c)

La solution de (8.14a) etrit :
wo = A(Ty,Ts) exp(iwgTy) + cc, (8.15)

ou A est une fonction complexe dg et T, a déterminer, etc désigne le complexe conjugudu
terme pecédent. Par substitution de (8.15) dans (8.14b), on obtient :

Dgwl + wgwl = —2iwyD1 A exp(iwoTp) — B (A2 exp(2iwoTy) + Af_l) + cc, (8.16)

ol A est le complexe conjugude A. La condition de solvabil@, qui permet déliminer les termes
séculaires Cf. § 5.2.1 et [74, 65]), fixe la valeur du paratné libre A comme suit :

DA =0. (8.17)

Par consguent4 ne ddpend pas d&, et la solution ghérale de (8.16) est :

'A? B

w1 = —— exp(2iweTy) — —AA + c, (8.18)

3wg wg

Par suite, IEquation (8.14c) gCrit :
5 5 _ 108" — TVwd 5 ~ .
Diws + wiwa = — | 2iwg D2 A — TA A| exp(iwyTh)
w

, o (8.19)

3w — 108’

52 A3 exp(3iwoTp) + cc,
“o
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et la condition de solvabiktest :

MAZA =0. (8.20)
3 2
wWo

2’iw0D2A -
On note : )
A(T) = §G(T2)6XP (ip(Ty)), (8.21)

ou a et p sont des fonctionse€lles deT3, de sorte qu’eneparant partiegélle et partie imaginaire
dans (8.20), on obtient :

1062 — 9I"w3 2=

"=0 et !
a woay + 24w§

0, (8.22)

ou a’ ety’ sont les @frivées de: et p par rappor’ls. a apparait donc comme une constante, et

_ 9Mwj — 108"
B 243

9w — 1082 ,

a’Ty + o = Y et + o, (8.23)
0

oU on a utili€Ty = £2t. En conclusion, une solution appraehde (8.10) est :

21 1
w = a cos(wot + ) — 6;—62 [1 —3 cos(2wot + 2(,0)] +0 (¢%). (8.24)
“o

Les conditions initiales imposent les valeursadet dey,. En utilisant les relations (8.9), on obtient :

1
W = Wy, cos(wt + @p) — w?n;% [1 ~3 cos(2wt + 2(,00)] + 0 (wd), (8.25a)
“o
N Iwi — 1082 , 4
@w=wg |1+ ———F—w;, + O (w,) (8.25b)
24wq

ou on a prisw,,a = w,, comme constante d’amplitude im@aspar les conditions initiales. L'intro-
duction de plusieurschelles de temps se justifie ici. On voit en effet Gyiest uneechelle rapide,
qui prend en compte les variations de éponse du syste aux fequences de l'ordre dg, et que

T, etT, sont deechelles de temps plus lentes, qui correspondemte modulation lente de la phase
¢ (Cf.Eq. (8.23)) causés par les non-lg€rigs. C'est cetteechelle de temps get/olue la correction
de la pulsatiorw par rappor&’la pulsation proprey (Eqg. (8.25b)), qui dtale lentement et de plus en
plus la solution non-ligaire de la solution li@ari€e lorsque le temps avance [65].

La réponse en oscillations libres du systé de la figure 7.8 est constd’un terme oscillana la
frequence fondamentadg fonction dew,, et proche deyy, d’harmoniques de &fjuencew, 3w et
d’un terme constant. On retrouve ici les deux effets des naratigs ggongtriquesevoqlesa propos
du pendule au paragraphe 8.1. On peut remarquer quepdsmdages des harmoniques sont multiples
de celui de la fondamentale : lephasage de la-ieme harmonique vaut exactemeng.

8.2.2 Influence de linclinaison et de Epaisseur

Les équations (8.25) sont similaires en structareelles obtenues lorsque la nonelarié est
simplement cubique (c’est dire sif = 0, Cf. § 5.2.2 en annexe et [74]). La d#fénce majeure
provient de I'apparition du coefficient résultant directement de I'inclinaison non-nulle, qui peut
changer le signe de la correction dandl introduit dans le systme un comportement obligatoirement
assouplissant, quel que soit le signexleuisqu’il estélevé au care’dans (8.25b). En ce qui concerne
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Fic. 8.5 —(a) - Comportement du sgshe fonction de:i/ly et e/ly. (b) - “Backbone curves”
théoriques ¢ fonction dew,,), pour les cing configurations au repos du éys¢, repésentées par
des '0’ Fig. (a). Chacune de ces configurations a Ermeépaisseurh /Iy = 0.1, et difere des autres
par son inclinaison initialez/ly.

la distorsion harmonique, on peugjd remarquer la vue de Equation (8.25a), que I'inclinaison
initiale est responsable des harmoniques d'ordre pair daeptanse du systhe ; nous y reviendrons
au paragraphe 8.3.

D’aprés I'équation (8.25b), la pulsation des oscillations libres est une fonction croissante (cas d'un
syseme raidissant) ouatroissante (cas d’'un sgshe assouplissant) de 'amplitudg, dépendant
du signe déTw? — 1032. Cette derreéte expression est directementeelidux valeurs da, eth/ly
par les quantésy, vy, et-y; introduites dans &guation (7.27). A@s quelques calculs, on montre
que9Tw? — 1032 est positif si :

_ 3¢ + 1262 + 4¢3 h?
Zag < avec ¢ = —
sin“ ap < 18 1 72¢ + 847 3 2

Comme les sysimes que l'orefudie, tels que les plagues et les coques, sont minces, on suppose ici
pour simplifier queh /[y < 1. La relation pecédente se simplifie alors en :

(1 + tanayp). (8.26)

2
LV (E) , (8.27)
lo lo lo

ou on a repesent’ l'inclinaison initiale du systme pare/f = sin «y.

L"equation pecédente montre que le plam/k)/(h/ly) est partag'en deux egions, qui sont
representes Fig. 8.5(a). Cing courbes donnant la pulsaticen fonction de 'amplitude des vibra-
tionsw,, sont tra€es Fig. 8.5(b), pour cing configurations initiales du egst. Ces figures montrent
que si I'épaisseurh est 2.5 fois suefieure au paragtre d'inclinaison initialee, alors le compor-
tement du sysime est raidissant, ce qui correspanth région sugftieure du planie/})/(h/l).
Inversement, laggion inErieure correspond un comportement assouplissant.

L'inclinaison initiale e crée un terme quadratique (de coefficightdans léquation du mou-
vement, qui produit un comportement assouplissant. Inversemepgai¢seur, du syseme n’ap-
porte qu’un terme cubique (de coefficidnt, qui est responsable de comportement raidissant. C’est
I"equilibrage entre ces deux paremes gongtriques qui étermine le comportemerael du systime.

— 178 —



8.2. EFFET RAIDISSANT OU ASSOUPLISSANT

On peut & encore faire un parallé entre le systhe de barres et des systes minces continus.
Notamment, le comportement d’'une coqueesdie est raidissant si la dempaisseurdquivalent
de h) est sugtieurea 0.5 fois la hauteur sousodie €quivalenta’e), et assouplissant sinon, pour
le premier mode axisy#tfique [44]. Des coques de pourtour rectangulaire guienst deux rayons
de courbures montrent aussi des effets raidissants ou assouplissants selon la valeur des courbures
[62]. On peut citer enfin les structures plates comme les plagues, qui seasdbtin comportement
raidissant Cf. chapitre 5 et 6 et [25, 136, 58, 125, 114]), de lam®& faon que le systme de barres
avece = 0.

8.2.3 Les gongs d'opra chinois

160 mm

o | M

332'mm

38 mm

100 mm
|

- —

1
225 mm

FiG. 8.6 —Profil des gongs chinoistudés par N. Fletcher et T. Rossing dans [92, 37]

Une autre analogie peatre faite avec les gongs d'efa chinoietudiés par N. Fletcher et T. Ros-
sing [92, 37]. Ces gongs ont lagfrétrie d’'une coque deerolution, et leurs profils sont esengs
Fig. 8.6. Leur timbre est carami& par un glissando éduentiel montant ou descendant, selon I'ins-
trument considfé. Dans leefudes pecddemment céées, N. Fletcher et T. Rossing remargquent que
la vibration sur le premier mode axistnique est confi@é principalement dans la partie centrale du
gong, et que la colerette extéure est anieé d'un &placement de solide rigide. Cela permet de rap-
procher le comportement vibratoire des gongs de celui du premier mode axigyue d’une coque
spherique, et détudier saeponse en fonction de sapdisseur et de sa courbure. N. Fletcher et T.
Rossing expliquent de cette fatque le gong de plus grande taille de la Fig. 8.6, le plus plat des deux,
présente un glissando descendant, caeslire que la fequence de son premier mode axiggrigue
diminue lorsque I'amplitude de vibration diminue,cause de dissipations. En revanche, le timbre
du deuxeéme gonga geongtrie bomige, est caraetis® par un glissando montant. Lesstiltats du
paragraphe 8.2.2 offrent une explication qualitative de ces effets.

8.2.4 Les modes du tam-tam

Etant done’que le systme de barres n'a qu'un seul degté liber€ (opL), il ne peut pedire que
le comportement d’'un mode isotl’'une structure continue. Des exjEnces, dja décrites au para-
graphe 2.4.2, ontté réalisges sur le tam-tam du laboratoire, en vue de cariself le comportement
vibratoire de ses modes de vibration. Les “backbone curves” de la figure 8.7, introduites au para-
graphe 2.4.2, orgté obtenues avec leanie protocole exgrimental que celuieja décrit dans le cas
des plaques circulaire€{. § 6.5.3). Ces courbes montrent que les modes du gong n’ont pas tous le
méme comportement : certains sont raidissant (le premier mode aetisgo€, (0,1)), d’autres sont
assouplissants (le dewxne (0,2) et le troigime (0,3), et probablement tous les autres modes sont
axisyngtriques). Cela est probablementaila courbure du gong qui est non uniforme setdtidue
de la structure, comme on va le voir. Il seraitaré§sant deerifier par le calcul si des structures
simples comme les coques gplyjues pesentent aussi des comportementsediffits selon le mode
considre.

— 179 —



CHAPITRE 8. OSCILLATIONS NON-LINEAIRES
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FiG. 8.7 —“backbone curves” exrimentales des trois premiers modes axiyigues du gong (Cf.
Fig. 2.16, p. 41). Les profils degfbrnmees modales correspondantes sont guavec le profil non
défornme du gong en point#. Les amplitudes de forge (en N) correspondaatchaque point de
mesure sont @cisees.

Les analyses modales nenitjues par la mthode deElements Finis (EF) €ja psenges au pa-
ragraphe 2.2, permettent d’extraire les profils defodfées modales du gong, qui sont regpehe’s
en haut de la figure 8.7. Le premier sohd montre que laedormation de la structure sur le mode
(0,1) ne met en jeu principalement que la partie centrale et plate du gong, et quectmttadd est
peuéloigrée de celle du premier mode axisgtrique d’une plaque circulaire encasrCf. Fig. 4.2,

p. 96). Cela est probablement diix effets rigidifiants de la colerette exgure du gong,&a men-
tionnés dans [37h propos des gongs d'ep chinois. Un visualisation egpimentale au moyen d’un
stroboscope, lorsque le gong est ®&tir le mode (0,1& amplitude suffisante (de I'ordre de 3 mm
au centre), confirme les remarquesg@dentes. Un systhe de barrea comportement analogue au-
rait une inclinaison initiale faible devant sepaisseur. En revanche, lesfafmées des modes (0,2)
et (0,3) mettent en jeu une surface plus large, plate au centre, et conggidipbord. Leur com-
portement assouplissant est donc probablementecpassia partie conique. Un sgshe de barres
correspondant aurait son inclinaison grande devanepaisseur.

Les m@sultats pecddents sur le tam-tam du laboratoire pourraient mettre en doute I'explication
qualitative du fonctionnement des gongs dag chinois du paragraphe 8.2.3 et de [37]. En effet,
les glissandi fequentiels n'oneté expliqLes qu’en consiefant le comportement du premier mode
axisymetrique. Or on peut penser que le comportement des modes d'ordreesupgstegalement
different, et que ainsi, pour le gong de grande taille, sidgdgnce d’oscillation du premier mode est
animée d'un glissanddescendantelles des autres modes peuvent montrer un glissasckndant
et que de ce fait le timbreegéral de l'instrument est plus complexee&limoins, on peut penser que
en conditions normales de jeu, tous les modes axatgiquies sont sollices avec la rafe intensi:

Or, les courbes de la figure 8.7 montrent cue¥me niveau de foage, les fequenceg), et fy3 des
modes (0,2) et (0,3) sldignent beaucoup moins degdiences propres correspondantes gue
pour 0.25 N,fy; varie de 5%, alors qug). varie de 0.2%. Donc, si le glissando du mode (0,1) est
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perceptible, celui des modes sujgurs apparaittie régligeable dans le cas du tam-tam, ce qui doit
aussietre le cas pour les gongs dena, ce qui corrobore legsultats de N. Fletcher [37].

Les @sultats du @sent paragraphe 8.2 on fait I'objet d’'une publication ags@iine communi-
cation de conggs [115].

8.3 Distortion dissynetrique des oscillations

On se propose dans ce paragrapheatzicE de faon qualitative le comportement oscillatoire du
sysE€me de barres de la figure 7.8, pour elifhtes valeurs des paraires gonetriques dépaisseur
h/ly et d'inclinaisone/ly. L' equation (8.7) est sime nuneriguement au moyen de laethode de
Runge-Kutta Cf. note 1, p. 174), en vue d’identifier la distortion harmonique induite par les non-
linearies, et son influence sur les profils temporels dpldCement, de la vitesse et de I'alération
de la particuleM. Cela a en particulierett motivé par I'idée de @gager des interptations sur
le comportement vibratoire des plaques et du tam-tam du laboraqgiaatir de simples mesures
d’accélération.

8.3.1 Effets de la courbure

Une grande diffrence de comportement existe entre unesystplat au repos (lorsque= 0)
et un systime avec inclinaison initiale non-nulle. La figure 8.8 se proposesiemeér la discussfon
Elle permet de comparer un sggate plat avec un syastie de mie€paisseur et d’inclinaison non
nulle. L'idee grérale qui se dfage de ces courbes est que leayst plat vibre de faan syratrique
autour de la position de repas = 0, alors que lorsque l'inclinaison au repos n’est pas nulle, les
oscillations pesentent undissyratrie, qui est identifiable par observation des mesures temporelles
et des spectres correspondants.

Dans le cas d’'un sysie plat au repos, la structure au repos esingtriquement syrmtrique
par rappor@a’la positiomw = 0, qui est sa position @quilibre. Cette symirie se retrouve dans les
fonctions dew que sontK (la raideur),F, (la force de rappel) ek, (I"energie potentielle de la
masse), qui sont respectivement paire, impaire et paire.évtatiGuement, si = 0, le coefficients
est nul Cf. Eq. (8.8) et (7.27)), et la force de rappel ne pakspas de terme quadratique, comme le
précisent legfuations suivantes :

K =F,/w=m (wg + F’w2) , (8.28a)
Fy =m (wgw + T'w?), (8.28b)
w 1 1
E, = / Fy(u)du =m (§w§w2 + ZF’U)4> , (8.28c)
0

Le résultat sur les profils deegflacement, vitesse et adération est que le tracde chacune des
périodes (de dwéT) pos®de des syetries centrales par rapport aux points de dates 7'/4 et
tar + 37T/4, sion notety, la date de 'un des maxima de On a:

w(T/2 —t) = —w(t) et w(T —t)=—-w(t+T/2), (8.29)

et des relations analogues paiiet#. Lorsque maintenant on examine le spectre du signal d-acc’
leratiort, on constate que les harmoniques d’orgaér en sont absentes. Matimatiquement, c’est

3Toute les grandeurs des graphiques de la figure 8.8 ne sont pas adimeasideifes correspondeatuh systine de
barres de longueup = 100 mm, de section circulaire de ray@mm, fabriq€es dans un matiau de module d'Young
200.10° Pa. La masse ponctuelle est@e kg.

4on a choisi de tracer le spectre de I'alération, car c'est, par rappatla vitesse et leeflacement, le plus riche en
harmoniques, du fait du caract “passe bas” de I'gpation d’inggration
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FiG. 8.8 —Comparaison de lagponse enagime libre du syséme plat /I, = 0.01, e = 0, & gauche)
et du systme de rdmeépaisseur avec inclinaison initialé () = 0.01, e = 0.05, & droite). La figure
est range en deux colonnes de quatre courbes. Pour chaqursysbn trouve : les profils temporels
du ceplacementy, de la vitessen et de I'ac&léerationw, et le spectre de cette degng ; la force de
rappel F,, et I'énergie potentielléZ, en fonction du éplacementy.
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8.3. DISTORTION DISSYMETRIQUE DES OSCILLATIONS

FiG. 8.9 —Comparaison deséaprrétries des deux sgshes : (a) - plat au repos ; (b) - avec inclinaison
initiale.

un résultat g@néral des non-linari€s cubiques, qui ne eent que des harmoniques d’ordre impair.
Cela aett monteg a partir des calculs analytiques perturbatifs du paragraphe 5.2 et dans [74]. Plus
physiquement, les promtés n€caniques du sysine, en particulier sa raideur, sont leemEs pour

une positionw et sa syrefrique—w. La figure Fig. 8.9(a) illustre ce comportement stritjue en ce

qui concerne 'allongement des barres : si la barresepte s’allonge, 'autre est comprém, et leur

role est invera’si le dplacement est de signe oppo&n revanche, la barre centrale s’allonge quel
que soit le signe de, ce qui a @ja ét discu€ auxparagraphes 7.4.2 et 7.4.3.

En revanche, si le symte posede une inclinaison initiale, la structure au repos n'est phis g
ométriqguement symtrique par rappora la position déquilibre caraafis parw = 0, que ce soit
au repos, ou ecak de l'équilibre. En particulier, la figure 8.9(b) montre bien quetless barres
s'allongent lorsquev est positif, et qu’elles sont toutes les trois comm@s lorsquev est régatif. Les
proprietes de syrafrie des fonctions magmatiqueds, £, et £, n'ont plus lieu : ce sont maintenant
des polymwmes complets ew :

K =m (w§ + pw + Tw?), (8.30a)
Fy =m (wjw + pw* + Tw?), (8.30b)
1 1 1
E,=m (§w3w2 + gﬁw?’ + er‘l) , (8.30c)

Cela se visualiseés bien sur les repsentations graphiques de ces deux @eesi grandeurs, Fig. 8.8.
La distorsion harmonique desd6lutions temporelles est icie&é par un spectre harmonique complet,
ce qui se traduit par unetalage vers les valeurgggtives du profil dev, et un arrondissement de
ses pics agatifs, alors que les pics positifs sont plus aigus. Celagteeitexpliqe physiquement en
remarquant que le systie est plus raide vers laspositifs gu'il ne I'est vers less négatifs, proprete
qui a ddja été évoqLee au paragraphe 7.3.2, et qui provient du termesglire’ dans (8.30a).

On peut citer une autre propt& de synetrie, qui cette fois-ci est commune aux deux egsts.
Lors d’'un dEplacement du sysine pendant uneepiode, les courbes de la force de rapfeet £,
sont dcrites une fois dans un sens, par exemplelders B (pendant la prenaeire demi-gtiode), et
une fois dans l'autre, dB versA. Le déplacementy de la masse pour I'une de ces dersripdes est
égal et opposa celui de l'autre demigriode, ce qui produit une syatrie axialeas, + 7'/2 pourw
etw, et une syrefrie centrale pout, de sorte que :

w(T —t) = w(t), 0T —1t)=—w(t) et (T —t) =1t (8.31)

Cette derngétre proprété vientétendre leesultat de Equation (8.25a), valable pour des oscillations de
faible amplitude, qui stipule que leeghasage de chacune des harmoniques est multiplephadage
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de la fondamentaleg, = nyg). Le déplacement €C¢rit ainsi :

sysemeplat:  w(t)= Y ancos (n@t+ npo) (8.32a)
n=1,3,5,...
+o00o

syse€me incliré : w(t) = ay cos (n@t + neo) (8.32b)
n=1

A partir de ces expressions, on montrestfacilement les propés de syrafrie dessquations (8.29)
et (8.31). Les expressions (8.32) sont probablemerdmgles pour les systhesa un dege de liberg
de type Duffing. Elles sont valaEs par les simulations n@mdues pecédentes, qui justifient de la
méme faon des hypotbses de calcul analytigue couramment ren@ms) par exemple lorsque la
méthode de Bquilibrage harmonique est utiie; notamment powatadier des vibrations de grandes
amplitudes ales n€thodes perturbatives ne fonctionnent plus [13, 112, 78, 12, 64]. Danetetts
seules des simulations nendues de ces petits sgstes en vibration de grande amplitude seront
présenges, au paragraphe 8.4.

On peut H encore faire un parallé entre ces deux sgshes de barres et les plagues et les coques.
L etude pecédente, et en particulier la figure 8.9, repehte probablement assez bien comment les
fibres supgtieures et irdrieures d'une plague et d'une coque se comportent lors des oscillations.
L"evolution temporelle de I'aadération du sysime avec inclinaison initiale, reggént’e figure 8.8,
est en tes bon accord avec des at&rations couramment mes@s sur le tam-tam du laboratoire
en vibrations foreés, dont certaines sont repenges sur les figures 2.19 (p. 45) et 2.21 (p. 47). En
revanche, les plagues n’ostrangement jamais vieravec degvolutions temporelles telles que celles
du syseme plat. Cela aaja été discu€ au§ 6.5.1.

8.3.2 Interprétation geonetrique des effets raidissant et assouplissant

" e/l,=0 - h/l =0.01 L ell=0.05 - h/l,=0.01

x 10 x 10

Force de rappel
Force de rappel

W/I0 w/l

FiG. 8.10 —Evolution de la force de rappel pour deux $yses de barred comportement oppes
(gauche) - sysime platd comportement raidissant; (droite) - syiste avec inclinaison initiala
comportement assouplissant.

Une explication physique peetre donee sur les comportements raidissant et assouplissant des
syseémesa un dege de liber€, en comparantévolution de la force de rappé}, du syseme non-
lineairea celle du sysime correspondant kEaris€. Cessvolutions sont re@sentes en fonction de
sur la figure 8.10, pour un systhe plat au repos, dont on a vu qu’il avait un comportement raidissant,
et du systime avec la mmeépaisseut, munie d’'une inclinaison initiale valamy} = 0.05, qui est
assouplissantGf. Fig. 8.5). Tout d’'abord, puisque les comportements que I'on cheach&erpegter
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dépendent de laéquence d’oscillation, il est important de coresigl’ une pfiode entre du systme.
Remarquons que, d'ags’I'équation du mouvement (8.7) du syisté en oscillations libres, la force
de rappelF,, esta tout momenegale et oppa@ga la quanti¢” d’ac&lération du systme, soit :

F, = —mii (8.33)

D’aprés cetteequation, les courbes de la figure 8.10 emmntent aussidVolution de I'acelération
de la massea une constante multiplicativegs. Lors d’une oscillation du syste, ces courbes sont
décrites en un aller et retour.

Si le syseme est lieaire, F,, est proportionelleaw, et les droites en trait mixte de la figure
sont obtenues. Soit une oscillation d’amplitude maximale Plusw,, est grand, plus la masse a de
chemin a parcourir, et I'oppo%, plus son aaération est grande. Puisque le sysE est lieaire,
ces deux effets contraires s’annulent, si bien questéiope, et donc la &uence est une constante en
fonction dew,,.

Sile syseme est celui de la figure de gauche, il paksun comportement swtrique par rappoid
w = 0, eta toute date, la force de rappel, et donc l@lécation, est sugrieure en valeur absolaecelle
du comportement ligaire, et la diffrence entre les deux est croissante en fonction de I'amplitude. La
durée d’'un aller et retour est donc moindre, et d'autant plus faibterapporta la duge liréaire, que
I'amplitude w,, est importante. Par coaglent, la fequence d’oscillation augmente en fonction de
I'amplitude, le comportement est raidissant.

Si le syséme est celui de la figure de droite, le comportement n’est plugsigué. Pour les
valeurs dew positives, I'acelération du sysme avec les non-la@@ris est sugfieure en valeur ab-
soluea celle du sysiime lirgaire alors que pour les négatifs, c’est I'inverse. De plugmax(w)| <
| min(w)| sur une oscillation : I'oscillation estetaBes vers les) négatifs. Cela a pour effet, globale-
ment sur une demiggiode, de fournir une perte d’'aglération plus importante, dans lesnégatifs,
que le gain d'acelération dans lews positifs. Le bilan est que la de€ d’'un aller et retour est plus
grande que pour le symhe lirdaireéquivalent, et cela va en augmentant avec I'amplitude des oscil-
lations. Le systime a un comportement assouplissant.

8.4 Vibrations de grande amplitude

Dans les paragraphesgoédents, seules les oscillations proches de la positiequilibre onteté
considrées, que ce soit dans le calcul analytique de la solution paethadé degchelles multiples
(§8.2), ou lors des simulations na@mdues §8.3). La figure 8.11 montredVolution de la force de rap-
pel F, et de I'énergie potentielle de la masBgen fonction dew, pour trois valeurs particudies des
paranetres gonmetriques dépaisseurk) et d'inclinaison €). Le syseme not' A est plat, le systme
D est dEpourvu dEpaisseur, eB et C' sont internediaires..

8.4.1 Syskéme sans raideur en flexion

La courbe dénergie potentielle d® montre que le systhe correspondant pate trois positions
d’equilibre, repesentes figure 8.12. Deux sont stables, et la teoist’est instable. Les deux positions
stableq.S;) et(.S;) étant synetriques par rappo#(7), et sitiees respectivement en= 0, w = —2e
etw = —e. Une simulation nurefique de lEquation du mouvement (8.7) de ce &ys€ en vibrations
libres est pesente figure 8.13. Un terme d’amortissement visqugtuixa eté ajout, pour pouvoir
visualiser [évolution des profils temporels et de ladience d'oscillation, en fonction de I'amplitude
maximale des vibrations. Ladiguence instantae”aeté calcu€e comme l'inverse de leepiodeT du
signal de @placement, identdiea la duge entre deux maxima des oscillations. Ceayst montre
clairement deuxegimes de vibrations défents.
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Fic. 8.11 -Comparaison des forces de rapfgl et desnergies potentielles, pour quatre systmes
de barres.
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FiG. 8.12 —Positions déquilibre du systme sans raideur en flexio(S;) et (S2) : stables,(I) :
instables.
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— Le premier €gime, not” (1), appar&”a partir det = 0.15 s. Il correspond aux oscillations
du syseme autour de la position efjuilibre (S ), lorsque 1Energie necanique de celui-ci est
suffisamment faible pour qu'’il ne traverse pas le poirgogiilibre instablg 7). Ce Bgime est
celui déja étudié pecddemment § 8.3), et on retrouve les profils temporels disgjritues
de la figure 8.8, colonne de droite. Le comportement duesystest assouplissant, puisque
la frequence augmente lorsque I'amplitude diminueguation du mouvement eat non-
linearies quadratique et cubique, issue de 8.7 @vec0 :

Guw 3e (w) 1Llw\’| (8.34)
Bly 2l \lo 2\l/) | '

— Le secondegime, not (Il), est obtenu dé = 0 at = 0.15 s pour des oscillations du sgshe
en grande amplitude, lorsque senergie necanique est suffisamment grande pour que les os-
cillations traversent le point dfuilibre instablg ). Les profils temporels poedent toutes les
propriétes de symafrie centrale des oscillatiomsharmoniques impaires (Eq. 8.29). En consta-
tant que les oscillations sont sgtniques par rappoe la position du point éd§uilibre instable
(I), on re€crit I'equation du mouvement gedente par rapport au poink)( avec le change-
ment de variable/=w + e, o w’ rep@ésente le dplacement du sysine par rappo (). On

obtient : \
124 1 /('
- (= =0 8.35
mgh+2<m>] ’ (8.35)

Cette€quation est du type Duffing, c’eatdire composé uniquement d’une non-garig cu-
bique. Pour trouver une solution appreehde cetteequation, les mthodes de perturbations
ne s'appliquent pas, careuation li€aire assoeg est instable. La ethode de Equilibrage
harmonique [74], par exemple, montrerait que la solution n'est coegpqeé d’harmoniques
impaires [13], et que le comportement du gyse dans ceegime est raidissant.

Lorsque le systme possde de I'amortissement, le passage d'agimiea I'autre s’effectue na-
turellement, avec un doublement de laduence d’oscillation, ce qui est illustpar la figure 8.13,
at = 0.15s. Ce doublement deddquence, provient du fait que comme le sysé est symtrique
par rapport au point équilibre instablg7), a la limite entre les deuxégimes une oscillation sur
le régime (1) correspond exactement deux oscillations sur égjirhe (Il), I'une dans le e sens,
l'autre en sens oppesPar consquent, il faut deux fois plus de temps pour osciller suelgme (1)
que sur le (I).

Le cas limite de ce sysme avec raideur en flexion nulle petit€ rapprocéde celui de structure
comme des coques et des archesgmisses, wles efforts de flexion sontegligés devant les efforts
de membrane. Beaucoupetlides ont poeés sur les oscillations de ce genre de aysss, car |l
offre des comportements chaotiques egimie for&. Du point de vue madrhatique, on peut citer
[112, 78, 64] et d'un point de vue plusacanique, Blaiet alretrouvent enagime for& le pfénonene
de doublement de éjuencesvoqL€ plus hautapropos d’une arche faiblement coaey11].

2E Ay

W+ pa +

- . 2FEA
w' 4+ pw' + 0

8.4.2 Influence de lepaisseur

Lorsqu’on ajoute de Epaisseur au syatie de barres, c’esi-dire queh est non nulle, le syste
perd sa syrefrie par rapport la position d&quilibre (I), (sysemeC de la figure 8.11) jusqu’a ce
gu’une seule position dquilibre ne persiste, pour les grandes valeurs @semeB). Le cas limite
est le systine no€' A, ou l'inclinaison est nulle et le sysime est symitrique, cette fois-ci par rapport
a sa seule position dfuilibrew = 0.

Comme pour le systhe sangpaisseur, des simulations nengues onef merges. Lafigure 8.14
montre que si le systhe possde unespaisseur suffisante pour gu’il neggente qu’une seule posi-
tion d'équilibre, la transition entre leggimes (I) et (II) est beaucoup moins brutale. kgslutions
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temporelles duaggime (1) sont ici hybrides entre celles des deagimes de la figure 8.13. D'autre
part, il n'y a pas de discontintte la fEquence des oscillationsa:grande amplitude, le syste

a un comportement raidissant, qui laisse la place au comportement assouplifshig amplitude
déja étudeé au paragraphe 8.2.2. Un comportement analogei mis enevidence sur des coques
spheriques par Fletcher [37].
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FiG. 8.13 —Evolutions temporelles duéglacement, de la vitesse et de l'éecation et de la
frequence d’oscillation du syshe D, sans raideur en flexiore(ly = 0.04, h = 0), avec dissi-
pations.
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FIG. 8.14 —Evolutions temporelles duéglacement, de la vitesse et de l'alécation et de la
frequence d’oscillation du sgshe avee/ly = 0.02 eth = 0.01, avec dissipation.
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Conclusion grerale et perspectives

L'objectif principal de ce travail consistait en la corspension des mmonmenes non-liepaires mis
en jeu dans les instruments de percussion du type des cymbales et des gongs. Cela s’inscrivait dans la
continui# des recherches du laboratoire dans le domaine de laesg#iohore par mete physique,
et en particulier de la #se de Cyril Toug [122]. L'idéeétait de contribuer augtiides peliminaires
nécessairea I'etablissement du metE pour la syntbSe sonore, quigtessite une connaissance ap-
profondie des reCanismes de production du son, et donc du comportement vibratoire des instruments.
Dans le cas des cymbales et des gongstiede’s existantetdient assez ponctuelles, et aucun eted”
global n'avaitété construit (On peut se reporter au paragraphe 1.2.2 pour plustaid).d’e travail
de these de Cyril Toue, effect® simulta®ment, a offert une contributioneis compéte sur deux
aspects :

— Une analyse de signaux vibratoires mesusur une cymbale et sur le gong du laboratoire
par des mathodes de traitement du signal, est pra@o<ela a permis de mettre ewidence
differents egimes de vibrations griodiques, quasigriodiques et chaotiques), et de conjectu-
rer un sehario de transition duegime @riodique vers le chaos.

— Un début de modlisation des gongs et des cymbales par des plaques circulaires en conditions
aux limites libres, en vibrations faiblement nondaifes, en contribution avec I'auteur.

L'id'ee a donett dans ce travail, de poursuivre les travaux de Cyril dans deux directions. Laepegemi’
avait pour objectif dgtablir un moéle de comportement en partant de laganique des milieux
continus appligeé aux coques devolution; la seconde consistait en des analysesraxghntales
nécessaires pour valider le nmald.

Devant la relative complexé@tdes modles non-ligaires de coques, deux directions pour la mo-

délisation ontet choisies.

— La premére a consigta construire eefudier un modle de comportement de plaques circu-
laires, en vibrations de grande amplitude et conditions aux limites libres @faexpartie du
document).

— Comme la courbure de laegfétrie des gongs et des cymbales n’est pas prise en compte par
un mockle de plaque, et aussi dans gelde comprendre et d’expliquer lesgploitenes non-
lineaires principaux mis en jeu dans ces instruments, des petitsl@sadiScrets un dege de
liberté ontété ddveloEs en second lieu (troesine partie).

Diff erentes observations etfynentales, sur le gong du laboratoire (preraipartie) et sur les plagues
circulaires (deuweine partie, chapitre 6) sont venusayer la @marche de malisation.
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9.1 Non-linéarités ggométriques dans les milieux minces

Les sysemes de barrestudiés lors de la troigime partie du manuscrit, bien gwant discrets et
ne comportant qu'un degrde liber€, sont riches en enseignements sur les principaexqiénes
non-lingaires obsers dans les cymbales et les gongs, et pareglement dans les coques.

Source des non-liearités

Si on imagine que le milieu continu que constitue la coque, est comstédibres superpesy
lorsque I'amplitude des vibrations est suffisamment importante (ecigefa cet ordre de grandeur
dans la suite), le comportemegitbal de la structure eston-lirgaire, alors que chacune des fibres a
un comportemenltinéaire. Cela montre que les non-Bafi€s sont simplement eées par une ro-
tation des fibres (qui estegligée dans un madé lingaire), qui appandlors du changement de
géongtrie du milieu induite par lesedormations. La direction des fibres est alors variable en fonction
du dplacement transverse, et c’est la projection des efforts normaux dans les fibres (les efforts de
membrane) sur la direction transversale qeeciés non-lirarigs. Ces conclusions oatt obtenues
a la foisa partir des systnes de barres (chap. 7) et du raledcontinu de plaque (chap. 3).

Cela conduita constater que les effets nondaifes sont directemenel”au chargement de la
surface/ligne moyenne de la structure (c’est une droite pour une poutre, une courbe pour une arche,
un plan pour une plaque). Deux ceagiences enatoulent :

— Les conditions aux limitengitudinalesont une influence sur 'importance des norebmigs.
Dans le cas des plaques, des conditions aux limites ereasteéent un chargement du plan
moyen plus importanta déplacement transverssgal, que des conditions aux limites libres.
Cela signifie que pour uneglacementv donrg, les non-liearigs sont plus fortes dans le cas
encaste’ que dans le cas lifreDans le cas des poutres, le neteléquivalenta celui de Von
Karman pour les plagues donne daguations lieaires lorsque I'une des egtriites n’est pas
immobilisée.

— Clest la structure bidimensionelle de la plague qeede chargement de son plan moyatha
source des non-lgdries, lorsque les conditions aux limites sont libres.

Uneétude inEressante sur ce sujet consistesaibmparer, pour unegflacement transverse maximum
w,, donré, I'importance des non-ledrigs dans plusieurs structures minces, agssa plusieurs
conditions aux limites (plaquesbord libre et encasrpoutre encastg, encaséé/libre, simplement
supporge...).

Enfin, notons que le paraetre principal gouvernant I'importance des norelnigs est I'ampli-
tude maximumu,,, du déplacement transverse. En effet, c’est ce dernier @& lg'chargement de la
surface moyenne responsable des effets naaiins.

Phénomeénes non-lireaires

Les oscillations d’un systhe non-ligaires sont marag€s par des @rionenes typiques, qui sont
énunerés ci-dessous.

!Ce serait strictement le cas avec un enill orthotrope comme du bois ou un evEl composite ayant comme
directions d’orthotropie les directions longitudinale et transverse de la plaque ou de la coque.

2En terme d’effet sonore, cela ne veut pas dire pour autant qu’'une plaque eeesstiplus non-lieaire” qu’'une plaque
libre : lorsque elle est fragppar une mailloche, c’est lesfortqui sont imposs, et non Ieseﬁlacementsﬁ efforts égaux,
les dEplacements sont nettemment plus faibles dans le cas engastdans le cas libre ; on peut donc penser que les effets
non-linéaires sonéquivalents dans les deux casffortségaux.

— 192 —



9.2. VERS UN MOLELE CONTINU DE CYMBALES ET DE GONGS

— La fréquence des oscillations eegime libre est dpendante de I'amplitude des oscillations.
Deux comportements antagonistes sgatjent, selon si ladguence est croissante (comporte-
ment raidissant) ouatroissante (assouplissant) en fonction de I'amplitude.

— En rBgime for&, plusieurs &gimes de vibrations coexistent pour une valeur éendés pa-
rametres de contile, ce qui conduia observer degténongénes de salgntre solutions stables.

— Une distorsion harmonique du signal est obsen€n egime for& ou libre.

Ces trois caraetistigues onefé obserees expfimentalement sur le gong au chapitre 2, lorsque sa
réponse n’'est gouveee que par un seul mode de vibration. Des comportements analoguet ont
mis enévidencea'la fois exgtimentalement et #oriquement sur les plaques circulaires (chap. 5 et 6).

L etude des systnes de barres a permis au chapitre@wtiier I'influence de la courbure d’'une

coque, non prise en compte dans le mledde plague, et a moeten particulier lesasultats suivants :

— le comportement raidissant ou assouplissant diesystde barres esetérmirgé par ses ca-
rac@ristiques gongtriques : sorpaisseur est responsable d’'un comportement raidissant, alors
que sa courbure apporte un comportement assouplissant. @gsilibre entre ces deux effets
qui détermine le comportement du sgste.

— un syséme plat (de courbure nulle) ne pede'que des non-lgariEs cubiques, ce qui entreg
une distorsion harmonique du signal congtéljue d’harmoniques impaires. La courbure ap-
porte un terme quadratique danséggiations, qui est responsable d’une distorsion harmonique
compkte.

9.2 Vers un moctle continu de cymbales et de gongs

La deuxeme partie a permis d’exposer unentirche compite de esolution du prokdme non-
lineaire de plagues, degjlations non-lieaires de la méanique des milieux continasune solution
approclkee, donnant leeplacement en tout point de la structure en fonction du temps. Reprenons les
résultats principaux, et voyons quelles en sont les extensions possibles vers le cas des gongs et des
cymbales.

Le modele non-lineaire de milieux minces.

Leséquations de Von-Ermanétablies au chapitre 3 constituent un ratehon-lirgaire de plaques
permettant deerire une grande vat de pnonenes non-lieaires. Le domaine de validitle cette
théorie a clairemergté pci® au chapitre 3 : lesdquations de Von-&rman sont valables jusga’des
amplitudes du dplacement transverse de I'ordre depidisseuh de la plaque, ce qui semble suffisant
a la vue des amplitudes de vibration obsmy exptimentalement sur le gong. Ce nebel permet
de cEcrire des panhonenes non-liraires lésa des combinaisons desbnances et des comportement
quasi-ggriodiques [46], similairea teux rencongs avec le gong du laboratoire, et exg®al chapitre
2. On peut en outre penser que le domaine de validét’cesefuations est plusténdu, pour des
amplitudes de l'ordre de plusieurs foiefaisseurh, ce qui est alors iet‘essant dans le cas des
cymbales. Celaedessiterait toutefois dtfe \érifie exgErimentalement.

Les hypoteses qui conduisert I'etablissement du mete de Von-Karman peuvenefres ap-
pliquéesa d’autres milieux minces, comme les poutres, les arches et les coques. On obtient alors des
théories analogues [74, 117]. Laethode utili€e au chapitre 3 poueduire le proldéime de mtanique
tridimensionnel au cas des milieux minces utilis€tecipe des Travaux Virtuelsssoa'a des ana-
lyses dimensionnelles pour justifier les simplificationeerv si dans le cadre de ce travail, seul le
mocEle continu de plaqueset& étudi, I'approche estay€rale, et pourraiefre appligee au cas des
coques deavolution faiblement coursd, a profil quelconque. Ce genre de netelSerait alors tout

3«shallow shells” dans la liifature anglo-saxonne.
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a fait adapg”pour acrire le comportement en situation de jeu des instruments de percussion, tels que
les gongs et les cymbales. Uehilit détude dans cette directionedt effecte par M. Fontaine au
laboratoire de racanique de 'TENSTA dans le cadre d’'un stage de DEA [40].

Une méthode de Esolution ¢enérale

La méthode de&solution utili€e dans ce travail, expesau chapitre 4, permet de remplacer les
équations aux &ivées partiellesle dpart (Eq.4.4a,b), quegissent le mouvement de la structure,
par le probéme suivant :

+0o0
w(Z,t) =Y Pa(E).qa(t), (9.1)
a=1
+00 400 +00
Ga (t) + wi da (t) =€ |- Z Z Z quom qp (t) qq (t) qu (t) — 2pq qo (t) + Qa (t) ) (9.1b)
p=1g=1u=1

constit€ d’'une infinie déquations di#rentielles ordinairesnon-linéaires et cougiés. Cette mthode
offre plusieurs avantages :

— Aucune approximations sumptientaires ne sonenéssaires, si bien que le pretvie (9.1a,b)
a le mMeme domaine de validitue lesguations de Von-&rméan :w ~ h.

— Cette approche fait appatr& clairement les modes de vibrationdaifes de la structure, qui
sont facilement identifiables eggmentalement, par la mesure desguences propreg, et
des &fformées modale®,,,. Cela permet en particulier de simplifier le prefe (9.1a,b) en un
sysemea nombre fini d€quations et deerifier ces approximations egpmentalement. C'est
ce qui aeté fait aux chapitres 5 et 6 dans les cas simples de vibrations sur un seul mode.

Cas des coques Dans le caswla structure est coue®, les chapitres 7 et 8, et detsides sur des ca-
lottes spletriques [136] montrent que des nondarigs quadratiques apparaissent dangtpgtions.

Un traitement analogue auwedloppements du chapitre 4 appkcudesequations non-lieaires de
coques donnerait un syghe analogue aweguations (9.1b), avec des termes quadratiques en plus, ce
qui s’écrit :

+o0
w(Z, 1) = Pu(F).qa(t), (9.2a)
a=1
+00 400
Go(t) + W qa(t) =€ | — Z Z Bpga ap(t) qq(t)
"~ :i 00 400 (9.20)
- Z Z Z quom dp (t) qq (t) qu (t) — 200 4o (t) + Qa (t)
p=1qg=1u=1

La décomposition dfinie par [équation (9.2a) est vak, dans le cas du gong eagime fore,
par une expfience pesenge au chapitre 2, lorsque I'excitation est proche d'uesonance axi-
symétrique et qu’il n'y a pas de combinaisons dmsseohancesGf. § 2.4.2 et [équation (2.5), p.
37).

4ENSTA-UME, Chemin de la hueie, 91761 Palaiseau Cedex. Responsable : A. Chaigne
SLanalyse du paragraphe 2.4.2 esanmoinggualitative En particulier, lesesultats de la figure 2.14 ne permettent
pas de dterminer si la gon¥€trie de la éformée de la structure neegend pas de I'amplitude des oscillations, comme c’est

en ¢gréral le casa forte amplitude, par exemple dans le cas des pladqties(6.5.3 et [6]). Si tektait le cas, I'utilisation
de modes non-ligéires serait igrfessante pouregtirequantitativemente prenorene.
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Réduction du nombre de modes impligés

Les sysémes (9.1b) ou (9.2b) comportant une infirdtéquations, il est@Cessaire pour les traiter
d’etudier exgrimentalement la structure en vue degdger des comportements simples ne faisant
intervenir gu'un nombre faible de modes propres. Egimie for€, ladynamiquede la structure
n'est gouverpe que par les modes directement egitét ceux en combinaison desonances, soit
N modes propres, pourvu que le sysie ne floigne pas trop de sa position au repos. Il est alors
possible de ne garder dans les syses (9.1b) ou (9.2b) qu'un nombpé réduit déquations. Le
traitement des probhes (9.1a,b) ou (9.2a,b) peut aletee”effecte’de plusieurs maeies :

— L'approche utilige au chapitre 5 consiste chercher une solution appraehdu probtme

(9.1a,b) par des athodes perturbatives, dont la critique suit.

— L'avantage primordial de cesatiiodes est qu’elles fournissent une solution appreaha-
lytiguedu probEme. Cela permet de caradser et dévaluer efficacement le comportement
du syseme. Un deuxime avantage est que les solutions obtenues peuvent aarfider
d’eventuelles rathodes deasolution numafique s'attaquant directement agguations aux
dérivées partielles, ce qui pourratré inEressant dans le futur pour valider des algorithmes
de syntlese sonore.

— L'utilisation de ces rathodes perturbatives veanmoins de paire avec uredtiction du do-
maine de validi¢. Dans le cadre des plaques, les calculs satématiquementalables jus-
qu’a des amplitudes transversesle I'ordre de’? /R, ol R est le rayon de la plague (ou une
dimension transverse caradstique dans le cas de plaguwegéongtrie non-circulaire). Les
validations expfrimentales du chapitre 6 ont maatue la solution analytique, appraeh’
par la méthode degchelles multiplesstait en fait valable jusqga’des amplitudes transverses
w plus importantes, de l'ordre de/2. Cela montre que les domaines de vaédiétermires
mattématiquement peuvestre tes restrictff, et qu'il est donc irgfessant de les valider par
des exgriences

— Ces nethodes perturbatives permettent aeiifent des solutions quasepddiques, obte-
nues par exemple lorsque la vibration est gougenpar une combinaison desonances entre
trois modes propres [46A la vue des esultats expfimentaux du chapitre 2 sur le gong, 0°
les vibrations de celui-ci he paraissatit€” gouveraés que par un nombreduit de modes
propres, I'approche analytique perturbative, appigial cas des coques @ealution, serait
probablement riche d’enseignements pour comprendre le comportement des instruments de
percussion.

— L'inconvénient majeur est que les calculs deviennastt ite complexes. En effet, laatiiode
desechelles multiples conduit au premier or@drééterminer deux quanés pour chacun des
modes propre®,, : 'amplitude a,, et la phasey, de ses oscillations. Le prahiea N os-
cillateurs non-liraires est alors remplagar un sygme dynamique de dimensiam.

— Poureviter les limitations sur 'amplitude des vibrations assesiaux mthodes perturbatives,
une Esolution nurefique est possible, par exemple par lethode de Runge-Kutta. Cette ap-
proche aeté utilisée au chapitre &8.4) pourévaluer le comportement des systes de barres
en grande amplitude de vibrations. Cette approche devrait permettre de simulegidessr”
fortements non-liraires et chaotiques, impossibl@btenir par les ethodes perturbatives.

Lorsque le éplacement transverse devient de I'ordre de 2 feisdisseur de la plaque, on constate
que la @¢formée de la structure devienepgéndante de I'amplitude du mouvement. Cela provient du

Scela n’est pastonnant, car les domaines de vakditépendent des puissanceg de bien que la disetisation est &3
large : avee = 1072, les ordres de grandeurs possibles s@nt h/100, h eth/e = 100h. Ainsi, les ordres de grandeurs
10h eth/10, qui sont physiquement ietéssants, ne sont pagpus. Un developpement en puissancegd@ourraitétre
alors envisageable dans le futur.
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fait que méme si ladynamiquedu syseme n’est gouveeg que par leV modes en combinaison de
résonance, il estatessaire de congrkEr plus de modes (un nomhPe> N) si on veut @crirequan-
titativementles vibrations du systhe. Il est alors imfessant d’introduire darodes non-laaires

ce qui n'a past abord” dans le msent travail. Unetude sur ce sujet est en court actuellement au
laboratoire, et desférences bibliographiques sont propes‘au chapitre 44.1.2) et 6 {6.5.3).

Vers le chaos

Les chapitres 5 et 6 proposent ugieidecompétedu probEme de vibration de plagques lorsque
celle-ci n'est gouveregé que par un seul mode axisgimque, ou par deux modes propres astigue
déggrérés. Ce cas &5 simple a I'avantage degsénter des solutions analytiquelégantes, et de
mettre eneVidence un premier cas de couplage entre deux modes prdpetsb,, lorsque leurs
frequences sont proches l'une de l'autfe £ f5). Ce modtle analytique est valepar uneetude
expérimentale, qui permet d'une part d’en effectuer un recalage, et d'autre paréhtuef le do-
maine de validi¢’(I'importance de ce dernier poine#e'évoqiée plus haut). Le mae obtenu pedit
alors quantitativementds peci€ment le comportement de la structure.

Une néme d&marche peuette appligee aux instruments de percussion, qui, du fait de leur
symétrie de Evolution, possdent aussi des modes agindues @égenérés (Cf. chapitre 2§2.2).

Néanmoins, le cas peédent d'une combinaison desdénances simple : 1 n’est qu’'un a&but
d’etude : il est en particulier impossible d'obtenir un comportement chaotique sans faire intervenir
d’autres combinaisons desonance Il permet de pesenter uneatharche giérale (exposé au cha-
pitre 5 pour la tleorie et au chapitre 6 pour la validation exjphentale), qui peuatre appligeea des
cas de esonances internes plus comphkgs. Un travail de DEA sur une combinaison deanance
faisant intervenir 3 modes axiswtfriques, dans le cas d’'une plaqueeta merge au laboratoire de
mécanique de 'TENSTArécemment par P. Lanchantin [53]. Dans le cas des gongs et des cymbales,
les expggEriences du chapitre 2 et les travaux de Cyril {23, 122] montrent qu'un nombreduit
de mode (entre 3 et 10) est probablement suffisant pecnirg’les comportements quagrmdiques
et chaotiques obsesg’en egime for&.

Oscillations libres — oscillations for&es

Enfin, une question importante persiste : comment traitezdené de vibrations libre des gongs
et des cymbales, qui correspond au comportement naturel de ces structures en condition de jeu ? Les
travaux de tkSe de Cyril Toug'[122] et les exgfiences sur le gong (chapitre 2) montrent qu'un
grand nombre de modes, de I'ordre de 30, sont imelqde marg@re non-egligeable dans leegime
de vibrations libre. lls sont soit directement ersitpar le choc initial avec la mailloche (ou la ba-
guette), soit indirectemerat la suite des couplages internesultant des non-lggrig€s. Le sysime
(9.1b) est alors compesd’'un grand nombre duations, et devient de la sorte impossibleaiter
analytiquement, et probablement difficilemeasolvable nurefiguement, dans des temps de calcul
envisageables.

En revanche, Btude en egime libre des systhes €duits (comportaniV oscillateurs,N =
3,4,5...) obtenus pour lesegimes fores n'est pas écarter. Mime si celle-ci n’est pasaliste,
elle permettrait probablement d’expliquer lesecahismes de couplage entre modes propres qui sont
obsen€s en egime libre, et en particulier I'enrichissement spectral carétique des gongs et des
cymbales.

"Des comportements chaotiques et fmis enevidences pour des valeurs partientis des coefficientS,qq.., qui ne
sont pas celles assee€is au cas d'une plaque circulaire [125]. De plus aucun cas de chaos n’est apparoengalement,
sans que d'autres modes que ceuxesonancé : 1 n'apparaissent.

8Cf.note 4, p. 194
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9.3 Dans le futur...

Les modatles fond's sur les systes de barres arti@éds pesengs dans ce travail ne comportant
gu'un seul degg’de liber€, leur domaine de description est lim& un seul des modes de vibra-
tions d’'une structure continue. Pour s’en approcher, il seratassant dealielopper des madés
analogues, de type treillis, comportant 2 ou 3 dsgié libert. Malge la relative complication des
développements magimiatiques, il serait probablement possible de mieux comprendeshesges
d’energie entre modes propres qui samd source du comportement nondaife des instruments de
percussion.

De fag@n plus anecdotique, lag@sence d’harmonique 2 dans les signaux de mesures obtenues au
chapitre 6, dans le cas de plaques en vibration, ressentrystérieuse : tous les metEs tleoriques
prédisent des non-lggries cubiques dans legjlations, et ainsi seule des harmoniques impaires de-
vraientétre obsergés. Une des causes intuitives principale estefauwt’de plaaité de la plaque.
Les sysémes de barres, avec une inclinaison initiads fidible par rappos 'epaisseur, peuvent per-
mettre d€tudier I'influence de ceefaut, et fournissent ainsi une piste de recherche.

La déemarche ghérale exposé aux chapitres 3-6 doit pouvaitré étendue au cas des coques de
révolution. Pour se rapprocher de leagfgtrie particulere des cymbales et des gongs, on peut envi-
sager d'appliquer la ethode du chapitre 8 une coque deerolution faiblement coudy’en gardant
son profil quelconque dans les calculs. [2gsations analogues aaguations de Von-Krman seront
alors obtenues, qu'il s’agira ensuite de projeter sur la base des modes pepdeeta structure, en
vue d'obtenir le sysime 9.2. Cela permettra de calculer I'expression des coefficients de cogplage
etl'pyqu, €n fonction des eformées modale®, () (expressions analogued’equation 4.64, p. 81).
Ces @fforméesetant difficilesa calculer analytiguement, une estimation de ces coefficients petoera
mergea partir de @éformées modales caloed¢’s nurefiqguement, avec la ethode deléments finis
(EF). Il sera alors assd’obtenir le sysgtme 9.2 poun’importe quelprofil de cymbale ou de gong,
assoogea des conditions aux limiteguelconquesEnsuite, en fonction de la valeur desdtiences
propresf, de chacun des modes (issues du caltitibu de mesures sur une structueeli€), il sera
possible détudier des moglesa nombre de mode propresduits, en fonction des combinaisons de
résonancesventuelles. En particulier, les cas @girmes de vibrations obsexssur le gong au cha-
pitre 2 (tableau 2.5) pourromtre envisags ttéoriquement de fam prcise. Enfin, des validations
expérimentales pourrordtfe meees sur desapnetries simples et reproductibles comme les calottes
spheériques, ou sur des gongs et des cymbales. Un recalage ddenmmlirraeire envisageable, en
vue d’obtenir un moedle de comportement de ces instruments.

Enfin, I'etude enegime libre des systes (9.1b) ou (9.2b)eduitsa NV équations, peut s'aréer
intéressante pour comprendre leepbfrenes de transfert diiergie des &quences graves vers les
frequences ai@s mises ervidence au chapitre 2 (Fig. 2.9, p. 33). En particulier,daglés de
sysEme a trois oscillateurs enesonances internes, eagime for& et dans le cas des plaques,
montrent que le transfertelifergie n’est possible que des hautegfiénces vers les bassesjinencés
[46, 53], ce qui est le comportement oppos’

- 6(Qo——

°Plus pecigment, le castudé dans [46, 53] est celui d’'une combinaison esariances du typg + 2w> = ws, avec
w1 < w2 < ws. Sile systme est excit’au voisinage de; ou ws, aucun transfert @hergie n'est possible vers les deux
autres modes. Seul le cas le'mode de pulsation propeg est exci€ autorise un transfert eiiergie.
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ANNEXE l \

Etude et calibration d’un excitateur
electromagatique

Ce chapitre propose degsénter une descriptioa,la fois ttéorique et expfimentale, de I'exci-
tateurélectomagatique que nous avons utégour mettre en vibration le gon@f chapitre 2) et la
plague circulaire Cf. chapitre 6). Une petitetude tleorique du comportement magndynamique
de ce systine permet deatérminer la position astjuate de I'aimant par rapp@ta bobine. Ensuite,
les caraatristiques force/intengtét force/position de I'aimant, en vue de pouvoir estimer I'ampli-
tude de la force exee€ sur la bobine par la mesure de l'inteasdt aussi dvaluer les non-liearigs
introduites par le systhe bobine/aimant.

Un des principaux avantages de cette technique d’excitation est qu’elle moetfipetn’ les ca-
rac@ristiques racaniques de la structuetudiée (en particulier sa masse), par rapport aux amplitudes
d’excitation gnérées. Cela se rapproche d’'une excitation sans contact.

A.1 Description

Le sysE€me, utili€ pour mettre en vibration les structures minces, esesspé sur la figure A.1.
Il est constite d’un aimant, de gonetrie cylindriqgue deeVolution Epaisseur : 6 mm, diagtre : 11
mm, masse : 6 g), qui est celBur la structure au moyen de cire d’abeille. Une bobine eseelac’
a proximig, si bien qu’une force proportionneliel'intensig qui la parcourt est eée sur I'aimant.
Une vis micronetrique, visible sur la photographie, permet d’'ajuster la distarneetre la bobine et
la position au repos de la structure.

A.2 Modélisation du comportement magmeto-dynamique

A.2.1 Champ magretique créé par la bobine

Le champ magefique cee par un s@hade de diareire2R et de longueul se calculepartir du
champ mageftique ceé par une seule spire deeme dianetre, ingge sur la longueuf, du soEnade.
Avec les notations de la figure A.2, le champ metigie ceé en tout point de I'axe, dans le vide,
est:

B— Hont

(cosfy — cosby))Z, (A1)
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S i
=
| S .

Cire d’'abeille

Bobinage Aimant

Structure

FIG. A.1 —Photographie et vue en coupe du éyst bobine - aimant. Les dimensions sont irekgu
en mm.
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61

FiG. A.2 — Champ magétiqueé crée en un poinf/ par un soéndde parcouru par un courant
d’'intensié .

ol p9 = 4m.10~7 H/m est la perraabilitt magetique du videp le nombre de spires,l'intensité
du courant. Le sens du champ matigle, indiqe sur la figure A.2, dpend du sens de parcourt du
courant, et peuette dstermir€ par la egle du bonhomme d’Anwé ou celle du tire-bouchon. En
exprimant les cosinus de la formule A.1 en fonction de R et L, on obtient :

B = o vl 7 (A2)
2 \VEz+L?2+R* Vi?+R?

A.2.2 Force exerée sur I'aimant

M
] —t—_—

8 Y

FiG. A.3 —Aimant et son moment magfigue M.

Tout aimant ponctuel, de moment maagtheaWt, placc dans un champ magtidue]?, est
soumisa une force :

dF = grad (dM.B). (A.3)
En toute rigueur, la force eée par la bobine sur I'aimant est donc :
F = / / / grad (dM.B) dV. (A.4)
(aimant)
Si I'aimant est de taille @jligeable par rapport aux dimensions internes derstiie, on a alors :

4 dB
F=M—% (A.5)

dx

La figure A.4 repesente Evolution deB et dedB/dx en fonction dez. On remarque que la
force est maximale en module au voisinage des bords éngdE. La position exacte de ces maxima
dépend en fait du rapport de dimensiBiL de la bobine. Pour les valeuls= 11 mm etL = 27 mm
de notre bobine, ces maxima sont sga’la verticale des bords, enfL = 0 etz/L = —1.
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Champ magnétique — B [p..n.l T]
o o o o 8 o o
N w » (6] (o)) ~ o]

o
i

x/L

dB/dx [uo.n.I/L T/m]
S
(6]

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
x/L

FIG. A.4 —Champ magétique B sur I'axe du s@ndde et sa @riveedB/dz, prportionnellea la
force exerée sur I'aimant, en fonction de la position axiatede I'aimant, pour trois valeurs du
rapport rayon/longueur R/L). La valeurR/L = 11/27 = 0.41 correspond aux dimensions de la
bobine utili€e pour nos exgriences. Le bord droit de la bobine estehl. = 0, le bord gauche en
z/L = —1.

Le petit mockle tréorique pesent” precedemment n’est valable que si I'aimant est de dimensions
négligeables devant celles de la bobine, et si le bobinagees=pté qu'une couche d’enroulement.
Cela permet @anmoins de donner unecieldu comportement de la bobine. En patrticulier, le choix de
la position moyenne de I'aimant devient claire : lorsque le milieu de celui-ci est plég verticale
du bord (sur la figure A.1, d=3 mm, soit la deeydisseur de I'aimant),

— le coefficient de proportionnaditforce/intens’est maximum,

— la variation de la force en fonction de la positioide I'aimant est minimum.

Ce dernier point est éss important, car la position de I'aimant n’est pas fixe au cours du temps, du
fait des oscillations de la structure sur laquelle il est fiRar suite, le coefficient de proportionnalit”
entre la force et I'intensit ddpend aussi du temps, faiblement : plus les variationg' @a fonction

dez sont faibles, plus laependance en temps du coefficient est minime. Il est dandgible que le
syseéme bobine-aimant ne soit #aire que pour des faibles valeurs de I'amplitude des oscillations de
I'aimant.
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A.3 Mesures de la force exeree sur la structure

A.3.1 Montage exg@rimental

Pot vibrant

Téte d'impédance

Bobine

Aimant

Accélération

FIG. A.5 —Sclema du dispositif exgsimental. Le pot vibrant est utiksici non alimeré, simplement
comme support de léte d'imgedance et de I'aimant. Il eéfjuivalenty un systmeélastique liaire.

La figure A.5 repesente le dispositif exgsimental. Les mesures de forces sont effeetuau
moyen d’'une¢te d'impédance (Buél & Kjeer 8001), morge sur un pot vibrant (Biel & Kjeer 4809)
a une extemité, avec I'aimant co#’sur l'autre. Le pot vibrant n’est utiksici que comme support du
sysEme aimantdfe d’'impdance. En effet, son axe est naturellementeyeid franslation rectiligne,
et sa liaison avec ledti"est un sysmeélastique ligaire. Une vis micrortrique permet deadler la
distancer entre I'une des exémités de la bobine et le planadian de I'aimant, lorsque le syshe
est au repos. En plus deliirer une mesure de force, lat€ d’'impdance fournit aussi une mesure
de l'acc@lération. Une erification de la lieari# du systme est alors possible en visualisaritos-
cilloscope la figure de Lissajous force/a&ration (position XY de I'oscilloscope, avec la force et
I'accélération sur chacune des voies).

A.3.2 Etude mécanique du systme &te d’impédance-aimant

Une petitectude de la dynamique du sgate aimantdfe d'impédance estecessaire pour identi-
fier précigment la nature de la mesure de foretidée par ladte. Pour cela, la figure A.6 reggénte
une coupe de lateé d’'impgdance, ce qui permet d’isoler 'ensemble mobile, corestifei’aimant, de
la vis et du sabot de l&té d'impédance. Le principe fondamental donne :

N=F —my (A.6)

ou F est la force exees par la bobine sur I'aimany] I'effort normal dans le matfiau pgzcélectrique
délivré par le capteunn et+y, respectivement la masse et I'at&ration de I'ensemble mobile. est
aussi mesur par la €te d'impédance.

La relation (A.6) montre que la mesure de foredivtee par lad¢lte d'impddanceN n’estégale
a la force magetique F' que si le termen~y est régligeable devank'. Il faudra le \grifier lors des
mesures qui vont suivre. La pssde I'ensemble vis-aimant donne 7.5 g. La massie I'ensemble
mobile est donc de 'ordre de 10 g.
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Vis

Aimant | Sabot Matériau piézoélectrique

Téte d'impédance

el

N
e

Ensemble mobile

Ensemble mobile Force N

FiG. A.6 —Vue en coupe de I'exdmié de la ete d'imgdance Biiel & Kjeer 8001.Equilibre de
I'ensemble mobile, soumdsla force magétiqueF’ et la réaction du corps de léte d'img@dance,
N, qui est mesu par le capteur fizaelectrique.

A.3.3 Force en fonction de la position

La figure A.7 montre lesasultats de mesure de la forbedans la ¢te d'impdance, et la quangit”
d'accélération de I'ensemble mobilery (en traits pointilés sur la figure swgrieure). On constate
gue la force est maximum la verticale de I'exgmité de la bobine (e = 0), comme pevu par le
mockEle du paragraphe A.2.2.

A.3.4 Force en fonction de I'intensié du courant

L'intensité est meswé par un amperegiré pouvant mesurer l'intensitefficace de courants
alternatifs de grande amplitude (jusg20 A efficace).

La figure A.9 montre Evolution de I'amplitude efficace de la force en fonction de I'amplitude
efficace de l'intensé; pour plusieurs &quences du signal. On constate que I'amplitude de la force
est bien proportionnella l'intensig, pour une feguence doree. Entref,. = 120 Hz et fo,. =
1000 Hz, le coefficient de proportionnaditharaf varier assez peu :

Ko = N/I =0.175%%003 N A~L (A.7)

Pour des fequences plus bassd® Hz par exemple), le coefficient est plus important.

La figure A.10 pecise les remarquesguédentes, en donnant la valeur §e= N/I en fonction
de f..c. ON peut constater que les courbes sont assez ded)utt quesy est une fonction de la
frequenceCette @pendance peut s’expliquer par l&pence de courant de Foucault, qui sopésr”
dans 'aimant par suite de ses oscillations. Ces courants sont d’autant plus importantsepeeiade’
des oscillations de I'aimant est importante, si bien que la puissanceatissijgimente aveg,., et
donc la puissance fourngelaimant diminue. Il est donc logique de trouver que la force eesir
I'aimant diminue aved,,.. Ces courants de Foucault sont par ailleurs déessipar effet Joule dans
I'aimant, ce quiechauffe ce dernier. Cela est parfoenghta forte intensi, car la chaleur fait fondre
la cire qui maintient I'aimant codl'sur la structure.

'de marque Ateliers KLY, modéle Univa 100, aimablement gt par le Laboratoire de dtanique de 'ENSTA,
Chemin de la humire, 91761 Palaiseau Cedex.
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Téte 1492193 - I=2 A - fexc=100 Hz
1 T

o
o]
T

o
»
T

o
N
T

I
N
T

Forces: mesure N (=), my (—) [N]

-15 -10 -5 0 5 10
Distance aimant/bobine x [mm]

15

Accélération y (<) [m.s_z]

O I I I I
-15 -10 -5 0 5 10

Distance aimant/bobine x [mm]

Fic. A7 — Amplitude céte-céte de la forceN et de l'ac&lération v mesuees par la &te
d'impédance, lorsque l'inten&tdu courant dans la bobine est harmonique, égdencef.,. =
100 Hz et d’amplitude 2 A efficace. La grandehir— m-y est péci®e en trait interrompu.

Téte 1492193
0.61 T

0.605 000
O/O/ ‘O~O\O

keN

o
[¢]
T
O
\

o
a1
©
a
T
O
Q@

0.59

Force [N]
°Q
g

0.585F |2 Q
0.58} / \

0.575F /

0.57 L L I L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

Distance aimant/bobine x [mm]

FiG. A.8 —Détail de la figure A.7 autour de I'ex@mig de la bobine, e = 0.
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f 0[60,120,250,500,1000]
exc

0.9

0.8

Force [N]
o o
5 o

(=4
N
T

0.3

0.2

0o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Al

FIG. A.9 —Valeur de 'amplitude efficace de la force mé&upar la &te d'imgdance en fonction de
'amplitude efficace de I'inten&t pour 5 valeurs de laéquence du signal.

0.21

0.2

N/I [N/A]
o
[y
[(e]

0.18

0.17

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence du signal - fexc [Hz]

FIG. A.10 —Valeur du coefficient de proportionn&ientre la force et l'intensten fonction de la
fréquence du signal.
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A.4 Conclusions

Placement de I'aimant

Le placement de I'aimant appardies importanta’la fois dans la direction axiale et dans la
direction radiale. Le paragraphe A.3.3pEdent montre que la position radiale estquate lorsque
le plan n€dian de I'aimant se trouxgla verticale de I'exe&mité de la bobine. C’est dans cette position
(d = 3 mm sur la figure A.1) que le facteur de proportionmafibrce/intensi’est le plus fort, et que
les non-lirarités sont minimales. Il est aussi important de positionner I'aimant au centre de k& cavit”
cylindrique de la bobine, car on a constaxpgErimentalement que I'amplitude de la force esftstr
sensible au positionnement radial.

Mesure de la force

Pour mesurer la force durant les exignces avec le gong ou la plaque circulaire, la peeeni’
idée a€té d'utiliser la Bte d'impEdance, coéié entre I'aimant et la structure. Celeepente deux
inconvénients majeurs :

— Lamasse de I'ensemblet€ d'impedance-aimant est de I'ordre de 30 g, ce qui, on I'a coastat”
modifie de faon non-régligeable les caragtistigues mecaniques du gong. En particulier,
cela modifie la valeur desdguences propres de la structure, ce qui perturbe les relations de
résonances entre celles-ci.

— La masse de I'ensemble mobile de la figure A6 10 g) est suffisante pour que le terme
m-y dans léquation (A.6) soit de I'ordre de grandeur de la mesirepour bon nombre
des exgriences sur le gong @sentes au chapitre 2. En particulier, si la forgeest si-
nusadale, une distorsion harmonique gl@ppara a forte amplitude de vibration, du fait des
non-linéarigsdans la structureOn retrouve alors une mesure Nequi présente une distorsion
harmoniquea la difference d&’ qui est sinusmlale.

L'idee est donc d’estimer la valeur de I'amplitude de la force en mesunatensi du courant
dans la bobine, et en utilisant la valeur moyenne du coefficient de proportienRalirécisge par
I"equation A.7. Cela permet simplement de donneomne de grandeude la force imposé sur la
structure. C’est cette ethode d’estimation de la force quet utilisée au chapitre 6.

Evaluation des non-lirearités du systme aimant-bobine

Ces non-ligarigs apparaissent lorsque I'amplitude des oscillations de I'aimant devient suffisa-
ment grande, du fait que la force magim’ueﬁ n'est pas une constante en fonction de la position de
'aimant. Une ide d’exggrience serait de suspendre I'aimarn fil, et de mesurer la force exer”
sur celui-ci en mesurant son a&d&ration (par exemple avec un at&ronetre). L'aimantetant sus-
pendu, on aurait directemeht= m#4, sans influence d’'un quelconque |SE annexe. Sa position
serait facile a&Valuer par double-iegration du signal d’aedération. Le trae’de figures de Lissajous
a l'oscilloscope, entre le courant dans la bobine et B¥aation de I'aimant, donnerait visuellement
une idde de l'importance des non-gafigs.
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ANNEXE B

Quelques analyses modale

B.1 Deformées modales non-identifies du gong.

Certaines dformées modales issues des mesures du chapitiz.2) (e correspondent pasles
déformées issues du calcalément finis. Elles sont priges sur la figure B.1.

B.2 Analyses modales par la rathode desEléments Finis.

Les analyses modales paléments finis prSentes dans ce manuscript oett ‘effecti€es au
moyen du code de calca@laAsTEM 2000 [2]. Celles pesentes au chapitre 22.2) sur le gong uti-
lisent la ggon¥€trie difinie sur la figure 2.1, compes d’une surface plana bord circulaire, d’'un
tronc de cone, d’'un tore pour le rayon de racordement et d'un cylindrewidution pour le bord.
Les élements finis sont deéments decoque mince avec hypéte de Kirchhoff dusete (DKT).
Le magriau estkelastique homagrie et isotrope, de masse volumique- 8420 kg.m 3, de module
d’Young E = 120.10° Pa et de coefficient de Poisson= 0.3, choisis pour que les dgquences
propres calcudés correspondent au mieaxeélles mes@eés.
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27.3 Hz 41.0 Hz 175.8 Hz
261.7 Hz 349.6 Hz 437.5 Hz

o™

525.4 Hz

Fic. B.1 —Défornees et fequences modales &pmentales du gong ne correspondant pages
déformees modales issues du calcul @agments finis. Les pics correspondants soréatec des
“?” sur la figure 2.3, p. 27.
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ANNEXE C

Travaux virtuels dans le cas de la plaque

Ce chapitre expose le calcul des diffnts travaux virtuelsaéssairesaI'etablissement des
équations de Von-&rman du chapitre 3.

C.1 Travail virtuel des efforts intéerieurs

D’aprés lesequations 3.8, 3.33 et 3.40a, on obtient :

ét : Grad 6U = 7 : grad Su+ (igrad w) .grad dw—z.7 : grad grad 5w+($— 7?) .gradw (C.1)

On peut remarquer que les termes de cisaillerer travaillent pas, ce qui est une cegsénce
des hypotkse de Kirchhoff-Love, qui ne font pas intervenir defatmations de cisaillement. Pour
prendre en compte laegirétrie particulere de la plaque, on iegire sur [Epaisseukh de celle-ci, c'est

a dire :
h/2
///m:/// dz dS (C.2)
h/2
Q) (8)

Cela permet de faire appana le tenseur deforces de membrangV) : S — R et le tenseur des
moments de flexiog/) : S — R*, tous les deux syetfiques, qui sontefinis par Cf. Fig. 3.3,
Eq.(3.34)) :

—h/2 —hj2
Le travail virtuel des efforts imtfieurs est alors :

h/2 h/2
:/ dz, M= 2idz. (C.3)

=

[1=3:

Wi :—/ g:@d&db‘—// (Meradw) :gradawds+/ M : grad grad 6w dS.
(8) (8) (8)
(C.49)
On va maintenant iegjrer par partie 8guation pecédente, en vue de faire appara’les apla-
cements virtuel$u et dw en facteur. On utilise pour cela la formule d’Ostrogradsky, assoaiix
propriétés :

div (I9) = divL.7 + T : grad ¥

div (o) = grad o7 + . div @
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FiG. C.1 —Vecteur tangent et normal en un point de la fréregideS

Aprés deux inkgrations par partie, on obtient :

Wiy = / / {div .60 + [div div M + div (N grad w)
(S)
— }{ {(ﬁ(ﬁﬁ) T+ [(ggradUJ) T+ dfv%.ﬁ} ow — (%grﬁd 6w> .ﬁ} ds,
(0S)

—_

5w} s

(C.5)

ou 77 est la normale sortante au point courant de la feyedS, ets est I'abscisse curviligne sur le
borddS.

On peut encore simplifier cette deené’équation, par une iagjration par partie par rappaoat °
I'abscisse curvilignes. En effet, soit en tout poinf de dS ¢ le vecteur tangera la courbe efi le
vecteur normal dirig'vers I'exgrieur deS (fig. C.1). SoitM un tenseur d'ordre 2 et un réel. Soit
donc(s, n) les coordonaés de tout poinf dedS dans la basg, 7). On a, par projection du gradient
en 2 dimension de :

- Joa - Oa
gradao = —.t+ —.0
ds n
Ainsi,
- - ot da | =
(Mgrada) n=— (n Mf)—i—a—(n Mn)
n 22

Ou (%t) .7 est no€ par(ﬁt.gf). Par inggration par partie par rapp@t’abscisse curviligne, on
a:

8_04 it — 2 —t St
}{88) 95 (n %f) ds = f{as) Ep (n %f) . ds + [(n %f}a] oS (C.6)

Le dernier terméf(s)]ss de I'equation pecddente correspond la variation de la fonctiorf(s) le
long de la courbéS, qui est en fait nulle, sauf siy a des point singulierg/(s), et dans ce cagl
elle estégale aux discontines def (s) a la travers’des points singuliers :

F@)s= > 6] ©7)

pt. singH (s)
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En résung, on obtient :

W) = / / {div N.ou + [div div M + div (N gradw) | o} dS

(S)

[E—
——

- - - . o,
— 7{ {(ﬁdu) T+ [(ggradw> 7+ div M.t + 95 (ntgf)] (5’w} ds (C.8)
(0S)

+ 7{ (ﬁt%ﬁm(%) ds+ > [(A"M.F).0w]
aS)

(

C.2 Travail virtuel des efforts extérieurs
Tout d'abord,on rappelle I'expression deplacement virtuel de tout poiM de la plaque (Eq.3.4) :
§U = du + dw.Z — z.gr;td ow

Comme pour le calcul du travail virtuel des effortsan€ursa la plague, on irtgre sur IEpaisseuh
de la plaque (Cf. Eq. C.2). Liegrale de volume dedguation 3.40b devient alors :

Lo . h/2 . hj2
// fe0UdQ2 = //(6u + (511).2')/ fedz dS — // grad 6w/ 2.fe dz dS (C.9
—h/2 —h/2
() (S) / (S) /

Pour transformer l'inggrale de surface deskjuation 3.40b, on nofét et - les densis surfa-
ciques de forces impegs respectivement sur les facesesigireS" et inférieureS™* de la plaque.
On obtient la somme de trois gdfrales : sur les faces snEurs et inrieure (enz = h/2 et
z = —h/2), et sur la frontre deS :

h)2
MN=8STUS UX et //de% / dz ds
) a8 J—h/2

Par suite,

// F..5U dS = // Ff(0u + dw.Z — ggrad sw) dS + // Fo.(0u+ 0w.Z + ggrad sw) dS
(62) (84 (S7)

. h/2 . . h/2 .
+ 7{ (0u + 6w.§)/ F., dzds — 7{ grad 6w/ z.F, dzds
oS —h)2 a8 —h)2

(C.10)

On dé&finit maintenant des efforts exiéurs plus commodes a utiliser. Du fait degagrétions sur
I"epaisseur, et powtfe homoghne avec le carageté bidimensionnel du prodhie de plaque mince, on
définie des efforts erffieurs dont certains sont impeEssSurS, et d’autres le bordsS (fig. 3.4).

— Sur la surface neuti®, le milieu exgrieur impose

— les forces surfaciques (N

h2 o
te.2+ﬁe:/ fedz+EF+ F,,
—h/2
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— les moments surfaciques (N.méjn
h/2 . h . N
77"1@:/ zfedz+§<Fe+—Fe_>, et Mme.Z7=0;
—h/2

— Sur le bordS, le milieu exgrieur impose
— les forces lieiques (N.rit)

h/2 5
T Z + N PGE
h/2
— les moments lieiques (N.m.nt)
h/2 P .
M e(PEX) et M,.Z=0.
h/2

Le travail virtuel des efforts egtieurs s&crit alors :

Wie) = / / (ﬁe.(s& ¥ to.0w — Te.grad 5w) ds + 7{ (1\7@.5& +T,.6w — M,.grad 5w) ds
(8) (98)
(C.11)
QUquues irggrations par partie sont aloreagssaire pour faire appate les @&placements virtuels
du etdw en facteur, et, de fan analogue au calcul du travail des efforteiurs, on obtient :

- / / [ﬁe.(sa + (te + div 17) 5w} ds
e 0, - - - L fOw
+ f{ {Ne.5u + [Te + %(Me.t )] ow — M,.7.0 <8_n>} ds (C.12)
(05)
S L st
— Z {Me.t.&w]
pt. singH (s) s

ou on a suppasquer, était nul sur le bord.

C.3 Travalil virtuel des quantités d’ac@leration
La dérivée seconde duepplacemente@éll de la structure est, d’aps léquation 3.4 :

@ = @ + —= dw — 2. rad d’w
ez ae gt T R e

L'expression du travail virtuel des quamtitd’acelération est alors :

(C.13)

Wia) = ///,0 (i+.7 - zgrad ) . (§u+ 6w — zgradow) 2 (C.14)
(@)

En intégrant par rappod 'epaisseur de la plaque, et en notant :

h/2 h/2 B3
m = / pdz = ph, I:/ ph?dz = p—,
h/2 —h/2 12
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respectivement la masse surfacique (k§).rat le moment d'inertie surfacique (kgm?) de la
plaque, on obtient :

Wiay =m / / (ii.a& + waw) s + 1 / / grad i.grad Sw dS (C.15)
(S) (S)
ou on a utili€ le fait que
h)2
/ zdz = 0. (C.16)
—h/2

Le travail des quants d’'ac€lération appand™alors comme la somme d'un travail de translation
(premere inggrale) et d’'un travail de rotation (de@xne inEgrale). On obtient alors :

Wiay = / / [mit.ou + (i — I div grad i) dw) dS + 7{ Igradiiidw ds|  (C.17)
(S) (88)
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ANNEXE D

Calcul des coefficients de couplage dans les
plaques

D.1 CoefficientsI',,q,

Le présent paragraphegsénte le calcul du coefficiefitdes termes non-lggires roéssaires aux
développements des paragraphes 5.2 et 5.3. lIs sfimisipar les formules (4.64) et (4.5) :

// (D, O \Ifde//q) L(®,,¥y) dS

+oo

quau:§Z y
b=1 fb//QQdS//\Ifde

v \If o, @
L(®7 \I]) = ®,7‘7‘ ( ul + ’290> + \Ij,’r"!‘ ( u + 709)
s r r

(D.1)

r2

_ 2 Q,Ta (P 0 \II,TG _ &
r 2 r r2 )’

L'utilisation des relations (4.27) et (4.34) permetlithiner le &dnominateur.

(D.2)

D.1.1 Cas des vibrations axisyratriques

On se propose ici de calculer le coefficiéhtle I'équation (5.4). Dans ce cas, chacun des modes
transverse® de I'équation (D.1) estgal au mode axisyetfique considfé, soit :

Do (r) = Ron(r), (D.3)

si bien que les coefficients,,.,, se €duisent qua'un seul coefficient. La sommation est effecte’
sur tous les modes longitudinaux:

cos [0

Wima(r, 6) ‘ = Sim(r) | i1 (D.4)
On obtient : .
D) Z fz;,;l [Z1 (Im) J1 (Im) + Za(Im) T2 (Im)] (D.5)
I,m
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avec
Li(lm) | _ Yim1 e T | cos 10
IQ(lm) ‘ —//L(‘I)Onaq)on) Uy dS—/O L(Ron,Ron)Slm’f‘d’r ; sinl0 do (DIGa)
(8)
Ji(lm) | _ U1 ! 27 | cos 6
Dlmy |~ Qon L | Pop, Ty s = ; RonL(Rop, Sim)rdr o |sinio do (D.6b)
(8)

Du fait de la valeur des irgrales des fonctionsn et cos sur[0 27| dans léquation pecédente, les
seulsZ,, et J, non nuls sont :

L (Om) —47r/ R (1) R), (r)Som(r) dr (D.7a)
7i(0m) = 2m /0 Ron () [Rln (1) S (r) + R (r)Stha] dr (D.7b)

ou R'(r) désigne la dfivee par rapporar de la fonctionR. Par consquent, on peut remarquer
gue les seuls modes longitudinaiiximpliqués sont ceux avelc= 0, c’'esta-dire ceuxa déformée
axisynmetrique. Ce esultat confirme les hypoglses de vibrations axisyatriques conject@es dans
[109].

En conclusion, le coefficierit peutétre calcud’a partir de la formule suivantegsultant d’'une
somme sur tous les mod@g,,, axisyngtriques :

+00
=2 & T 0m) A1 (0m) (0.8)

m=1

ou les valeurs d&; et 7; sont donees par (D.7a,b). Des valeurs dgour les trois premiers modes
axisymetriquesd,,, sont pecisges dans le tableau 5.1.

D.1.2 Cas des vibrations asymetriques

On se propose ici de calculer le coefficidntde I'équation (5.5b-c). Dans ce cas, les modes
transverse® de I'équation (D.1) sont les deux configurationsfgrentielles d’'un mode asyatrique,
soit :

Qppi(r,0) | cos kO
o Ry (1) sinko 8Vec k #0.
On doit alors éterminer les 16 coefficients :
1 B e
Faﬁdé = _5 Z 5[77;,1 Iaﬁ’y(lm)j&Bry(lm) ) O[,,B,O[,,B,’Y € {172}5 (Dg)
Lmyy
avec :
Topr(lm) = / (@knas Prnp) Uiy dS = 21 (kn, tm) L) + 2 I (kn, tm) T1Y), . (D.10a)

(S)

j&év(lm) = // @kn& L((I)kn[;’\plm'}/) dS = —2 J1(kn,lm) (
(8)

62 + Jo(kn,im)TI?) | (D.10b)
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0 si VI#£2% et I,k¢{0,0}
2w i
) _ 7-[-/2 si | =2k et l,k¢{070}
/0 cos” k0 cos 10df = si k#£0 et [=0
2r si k=1=0
0 si VI#2k et [#0

2
/ sink@coslfdf = | —m/2si 1 =2k et I k¢ {0,0}
0 T si k#0 et =0

2
/ cos? kfsinlfdd =0 Vk,I
0

2T
/ sin? k@sinlfdd =0 Vk,I
0

27
/ cos kfsinkf cosl0df =0 VEk,I
0

0 si
/2 Si

1 # 2k

2
/0 cos k@ sin k0 sin 10dO = Iy

TaB. D.1 —Valeurs de certaines iagrales trigonoratriques

et:

1 RI 2 R nRI R2

Il(kn,lm):/ kn__ 2 b 4 ke g dr, (D.11)
0 T T r
1

I(kn,im) = / R [R;m—/ﬂ%] Sy dr, (D.12)
0 T
1 R, S! R Sin+ RipS!

Jy(kn,lm) = / klen[ knim . —_kn ”’”; hn 2 im +R’“"flm] dr, (D.13)
0 T r r
1 Sim Rgp

Jz(kn, lm) = / Rion [R;;n (S;m—z“7> + 8 <R§m—k2 : >] dr. (D.14)
0

Les Ry, (r) et Sy, (r) dans leequations ci-dessus sorgfiiis par leequations (4.25) et (4.32). Les

facteursﬂggv(k, [) sont cEfinis par les irggrales suivantes :
27 . .
(1) _ —sinkf| | —sinkf| |coslf
Mo (k1) = /0 cos k0 ‘ cosk® | |sinlf 40,
27
(2) _ cosk@| |cosk@ | |coslf
Moy (ks D) = /0 sin k6 ‘ "Isinkf || sinlf | '
27 . .
(3) _ coskf| | —sinkf| | —sinlf
Mapy (K, 1) = /0 sin k6 ‘ | cosk® cos kO 0.

Les notations méédentes signifient que chaque prodijg., est obtenu par le produit de trois fonc-
tion sin ou cos, chacuneetant prise dans une des matrices colonnes, la kgaet dtermirée par
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la valeur deq, S et~. (a« = 1 correspond au terme 21, sitwlans la seconde ligne de la prenai”
colonne;y = 1 correspond au terme 31, etc. . .).

Le tableau D.1@Sume les valeurs des produiigs, . Les seulles valeurs non-nulles déss,
sont alors obtenues pole= 0 oul = 2k, si bien que la sommation deetjuation (D.9) est effece&
sur les modey,,, et ¥y, Le tableau D.2eCapitule les valeurs des quaesif,z, et Jug,, €N
fonction d’'une part dey, 3 et+y, et d’autre part de la valeur depar rappor’k. Les produitd], g
ontété remplaes par leurs valeurs, en tenant compte du tableau D.1.

Tout d’abord, on peut remarquer que les proddifs,. sy €t Zogy-Jaay SONt NUls lorsque
a # (3, et cela quel que soit Cela implique que :

1112 = T'i121 = Doo12 = Dog21 = g1 = o111 = gz = T'o122 =0 (D.15)

LesI' non nuls sont alors :

Liiin =Tooop =To+ I, Tiige =Topn =T — T, (D.16)
[i212 = D121 = Cigo1 =Toppp =T (D.17)
avec .
+00
I'y = —7'['2 Z f&i (IQ[) — k2110> J2o (D18a)
m=1
9 +oo *
T _ J.
= =57 by (W01 + 1) (5 - 2627) (D.18b)
m=1
Lo = Ii(kn, Om) , Jio= Ji(kn, Om) (DlSC)
I = Ii(kn, (2k)ym) ,  JF = Ji(kn, (2k)m). (D.18d)

Iy résulte d’'une somme sur tous les modes axeyiges longitudinaux, ¢ d’'une somme sur les
modes asymiriques longitudinaux avdc= 2k rayons nodaux.

Pour obtenir legquations (5.5b,c), on doit d’abore@tgrminer les termes non-gaires issues du
sysEéme (4.62). Pour chacune deguations, on a :

’equation enp: I'pp qi)’ +T'19 qg’ + Cqy qlq% + Cio q%qg (D.19)
équation en : T'o1 ¢} + o2 g5 + Co1 105 + Coo Gigo (D.20)
ou
[y =111, Toa=T992, Ti2=T912, 2 =TI1191, (D.21)
Ci1 =T'1212 + o112 + Ta211,  Co2 = o121 + 1221 + 1122, (D.22)
Ci2 =Ti211 +To111 + D112, Co1 = Tiooo +To192 + Taooy (D.23)

Avec leséquations (D.15-D.17), On obtient finalement la valeur du seul coeffiEient

[y =T9 =Ci12 =0y =0, (D.24)
[ =Ty =gy = Cyy = Cyy = Ly + ™. (D.25)
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L9 19 MU mLIoe0D—2'q Tavl

el 4 (tfpyrg— = oely = welp

ANN.K + HNN&.K = ¢y = Wi Y2 =1
0= Nﬁwh = NNH% 0= Hﬁwh = Hmﬁh
0= %l = el YT wm ] 0 = ey = lelp 1A d wm 0
el 4 1p AL — = 1L — = Hip
NN.KITHNNVN.KHHNN.N|H:HN Y =1
NNV.K = HNN% = Hﬁﬁh
erug + [ gyrg— = teeg = iy 0=1
= NNNN« = NHH% = HNN% = Hﬁﬁh
0 = eety = el 1A 0= Teeg =117 {az'0} A1 g=mo

(z = A snuis ua T“If apoN

(T = }snuisod ua ™1 H apo
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D.2 CoefficientsG,,

On se propose ici de calculer les coefficie@ifg, utilises aux paragraphes 5.4.1 et 5.4.2. lIs sont

définis par léquations (4.60) :
/ / (®,, ®,) Ty dS

§b//\112d5

Gy = (D.26)

D.2.1 Cas d'un mode axisymtrique

Lorsque la vibration n'est gouvegr 'que par le mode transve®g, = Ry, (r) axisyngtrique,
seul ce mode intervient dans la relation (D.26), si bien que dagsdfion (5.53)a tout mode longi-
tudinal ¥, = ¥;,,,, (y € {1,2}) correspond le coefficient :

1 _
Gimy = =5 &um Ty (Im), (D.27)

ou Z, (Im) est dfini par 'equation (D.6a). Comme seuls [B40m) (I = 0 ety = 1) sont non nuls
(Cf.§ D.1.1), les seuls coefficiengscalculer sonta la vue de Equation (D.7a) :

G = Gomy = —2m €52 / Rl (r) R, (r)Som(r) dr. (D.28)

D.2.2 Cas d’'un mode asyratrique

Lorsque la vibration n’est gouvesr'que par une configurationgf&érentielle du mode transverse
Dpna (a € {1,2}) asyn€trique, telle que :

cos kO
sin kO

(I)knl('ra 0) _
@an(Ta 9) ‘ B Rkn('r)

avec k #0,

seul cette configuration intervient dans la relation (D.26). Dagulidtion (5.53)a tout mode longi-
tudinal ¥, = ¥;,,,, (y € {1,2}) correspond le coefficient :

1
Galm’y = _551731—04(17(17”), (D.29)

0U Znay (Im) est cEfini par 'équation (D.10a). D'as le tableau D.2, les seuls, (Im) non-nuls
sont ceux pour lesquels, = ¥,,,,; est en cosinus ét= 0 oul = 2k, si bien que deux familles de
coefficients sont obtenues :

1
ngm =Gaom1 = _§§6ézaa1 (Om) = 71—50;3 (kQIlO - IZO) )
. 1 4 (=D .4 2 1k *
Gam = Ga(Zk:)ml = _§§(Qk)m Oéal((2k) ) 9 7r§(2k)m (k Il + 12) ’

ou lesl; etIr (i € {1,2}) sont difinis par lessguations (D.18c,d).
On peut noter qué&? = G5 = GY, alors queGy,, = —G35,, = G%,.

2m

oo
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