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PREFACE

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Equations aux dérivées partielles (Sigle:
MAT4112). Elles constituent la matiére d’un cours de premier cycle d’une quarantaine d’heures. Elles sont
divisées en douze chapitres. On y traite entre autres de la classification des équations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2, de la méthode de séparation de variables, des séries de Fourier et leurs généralisations,
des problemes de Sturm-Liouville. Les problemes classiques: 1’équation d’onde, de la chaleur et du potentiel
pour des domaines spatiaux bornés sont étudiés. Nous terminons en introduisant des méthodes numériques
pour résoudre ’équation de la chaleur.

Dans des éditions ultérieures, d’autres chapitres devront étre ajoutés; par exemple, pour traiter des
probléemes non homogenes ou encore de traiter plus les méthodes numériques. Il faudra aussi compléter
ces notes en y ajoutant les problemes classiques: 1’équation d’onde, de la chaleur et du potentiel pour des
domaines spatiaux non bornés.

Quelques exercices sont inclus & la fin de chaque chapitre. Ceux marqués d'un (f) sont considérés comme
étant difficile et nécessitent parfois des notions vues dans d’autres cours de mathématiques. Il y a tres peu
d’exercices de ce type. Ils ne sont la que pour éveiller la curiosité des étudiantes et étudiants sur d’autres
sujets mathématiques.

Les preuves de certains des théorémes ou propositions ne sont qu’esquisser dans le texte. J’ai préféré
procéder ainsi pour ne pas trop alourdir ces notes de cours en espérant que les étudiantes et étudiants ne
m’en tiendront pas trop rigueur. Les solutions de tous les exercices sont présentées a la fin de ce recueil.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres coquilles qui m’auraient
échappé.

Robert Bédard, juillet 2007.
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CHAPITRE 1

Les premiers pas dans la théorie.

Il existe une infinité d’équations aux dérivées partielles. Il n’existe pas une méthode universelle pour
résoudre toutes celles-ci. Il faut donc se résoudre a restreindre notre champ d’étude. On réalisera ceci
en exigeant que l’équation satisfasse certaines propriétés, par exemple qu’elle soit linéaire. C’est ce que
nous décrirons dans ce premier chapitre. Nous énumérerons aussi quelques-unes des équations aux dérivées
partielles classiques. Beaucoup de domaines sont fortement dépendants de la théorie des équations aux
dérivées partielles. L’acoustique, 'aérodynamique, la dynamique des fluides, 1’élasticité, 1’électrodynamique,
la géophysique, la mécanique quantique, la météorologie, 'océanographie, la physique des plasmas sont
quelques-uns de ces domaines.

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique contenant en plus de la variable

dépendante (u ci-dessous) et les variables indépendantes (z, y,... ci-dessous) une ou plusieurs dérivées
partielles. Cette équation est ainsi de la forme:
Ju Ou u *u 0%*u
Flay,. .oty — ey ——=——....] =0 6q. [1
( Y Oz’ Oy 0x2’ 0z0y’ Oy? ) (éa. {1])

ou F' est une fonction de plusieurs variables. Si n est le nombre de variables indépendantes, alors nous
considérons le n-tuplet de variables indépendantes (z,y, . ..) comme appartenant & un domaine D convenable
de R™. Nous utiliserons EDP comme abréviation d’équation aux dérivées partielles.

Une solution de I’équation [1] est une fonction u = u(x,y, ...) des variables indépendantes z, y ... dont
les dérivées partielles apparaissant dans I’équation existent aux points de D et telle qu’apres avoir substitué
cette fonction et ses dérivées partielles dans I’équation [1], celle-ci est satisfaite.

Par exemple,
T @ + @ ’ _ @ @ - Sin(.%‘Q + 2)
ox? Oy ox ody) 4

est un exemple d’EDP pour le domaine D = R2. Cette derniére équation peut s’écrire sous la forme de
Péquation [1] ci-dessus. Il suffit de noter qu’elle est équivalente a ’équation

0%u ou\>  [ou\ [ou P
“(aw)*@w)(aﬁ(m)$“m+y)o

Pu
ox?  Oy?

Similairement

est une autre EDP pour le domaine D = R? et u(z,y) = (x + )3, u(x,y) = sin(z — y) sont deux solutions
de cette derniere équation. En effet, si u(z,y) = (z +y)3, alors

ou s  Ou . 0%u Pu
o =3z +y)", oy =3z +y)”, 922 =6(z +y), Gl =6(z +y)
et nous obtenons que
Pu  0%u
Si u(x,y) = sin(z — y), nous avons
ou ou 0%u ) 0%u ,
pr cos(x — y), o —cos(z —y), prohe —sin(z — y), a7 —sin(z — y)
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et nous obtenons que
0?u  0%u
0x2  Oy?
On voit par cet exemple que les solutions d’'une EDP peuvent étre tres différentes. Il y a en général une
infinité de solutions pour une EDP donnée. Prenons par exemple ’équation

ou_
oy

= —sin(z —y) — (—sin(z —y)) = 0.

0 avec u=u(x,y).

Alors toutes les fonctions u(x,y) = f(z) sont des solutions de cette équation. Nous verrons plus tard qu’en
plus de ’EDP, il y a des conditions initiales et/ou aux frontieres dans un probléme typique et que ces
dernieres ont comme conséquence de réduire le nombre de solutions jusqu’a une seule dans une situation
idéale.

L’ordre d’'une EDP est 'ordre de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé. Par exemple,

Pu N 2u\®
—— x| == =¢
0x20y Ox?
est une EDP d’ordre 3.

Pour ce qui suit, un opérateur L désignera une transformation qui associe a toute “bonne” fonction
u=u(z,y,...) de plusieurs variables x, y, . .. sur un domaine D: une fonction Lu = Lu(z,y,...) sur ce méme
domaine. Le qualificatif “bonne” signifie ici que Lu est bien définie. Parfois il faudra exiger que les dérivées
partielles de u existent jusqu’a un certain ordre. Si u = u(z,y), alors

o
T Oz

est un exemple d’opérateur. Cependant pour que Lu soit bien définie, il est nécessaire que la dérivée partielle
de u par rapport a x existe sur le domaine D; c¢’est ce que signifie “bonne” dans ce cas-ci. L’équation [1] peut
donc s’écrire sous la forme L(u) = f(z,y,...) out f(x,y,...) est une fonction des variables indépendantes,
L est un opérateur et u est une fonction a déterminer. Un opérateur L est linéaire si et seulement si
L(au+bv) = aL(u)+bL(v) quels que soient les nombres réels a, b et les “bonnes” fonctions u, v. Implicitement
nous supposons que la fonction au + bv est aussi une “bonne” fonction.

Nous pouvons maintenant énoncer les premieres restrictions aux équations aux dérivées partielles étu -
diées dans ces notes de cours. Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(z,y,...) ou L est
un opérateur linéaire, f(z,y,...) est une fonction des n variables indépendantes, (z,y,...) appartient & un
domaine D convenable de R™ et u est la fonction recherchée. Si en plus f(z,y,...) = 0, on dit alors que
I’équation est linéaire homogeéne. Sinon elle est non-homogeéne.

Lu

R
u+y— +22y— =
Yor2 y8y2
est une EDP linéaire non-homogene (pour D = R?), ot u = u(x,y). Dans cet exemple,
0%u 0%u
Lu=u+y-— +22y—
e y6y2
est un opérateur linéaire et f(z,y) = 1. En effet L est linéaire, car si a et b sont deux nombres réels

quelconques et u et v deux “bonnes” fonctions (i.e. il faut que u et v soient des fonctions dont les dérivées
partielles apparaissant dans la définition de Lu existent sur D), alors

2 2
0% (au + bv) n 2xya (au + bv)

L(au+ ) = (au+ ) +y 92 092

0?u 0%u 0% 0?%v
=a u+yﬁ—i—2aﬂya—y2 +b v—i—y@—k%ya—?ﬂ

= aL(u) + bL(v).



Une autre EDP (pour D = R?) est

() (5) + = (3) -0

ot u = u(z,y). Cependant cette équation n’est pas linéaire. Dans ce cas,

I ou 0%u n ou
uv=|—]{ =5 zu | —
Ox Ox? Oy
n’est pas un opérateur linéaire et f(z,y) = sin(y). Pour vérifier que Lu n’est pas linéaire, il suffit de
considérer par exemple les deux nombres réels a = b = 1 et les deux fonctions u(z,y) = v(z,y) = 2. Avec

ces choix, nous obtenons que L(u + v) = 16z, Lu = Lv = 4x et clairement L(u 4 v) # Lu + L.
Une EDP linéaire d’ordre 2 avec n variables indépendantes sera donc de la forme

n

5 g + 3+ u=D @)

ij=1 i=1
ou A;j, B;, C et D sont des fonctions des variables indépendantes x1, z2, ..., 2,. Dans cette situation, nous
supposerons que les solutions recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

ou ot 0%u

Vi,j, 1<4,j<n

continues sur D. Ceci a comme conséquence que

0%u B 0%u
axiaxj o 81%3%2

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que A;; = Aj;. Il suffit de remplacer chacune des
fonctions A;; avec i # j par (A;; + Aj;)/2. L’EDP n’est pas modifié et alors nous avons bien avec ces
nouvelles fonctions que A;; = A;;. Si D = 0, alors I’équation [2] est linéaire homogene.

Certaines des équations classiques de la physique sont des EDP linéaires homogenes d’ordre 2. Trois de
ces équations sont les suivantes.

0%u 0%y O0%u  O%u . 3
ﬁ—CQ (8x2+8y2+822)20 ou u = u(z,y, z,t) (éq. [3])

est ’équation d’onde;

ou v 0%u O%u . i
&S_k<8xz+8 +322) =0 oluu=u(z,y,z,1t) (éq. [4])
est ’équation de la chaleur;
%u  0%*u  O%u . i
<8962 + 92 + 8,22> =0 ouwu=u(x,y,zt) (éq. [5])

est ’équation de Laplace ou du potentiel. La recherche de solutions de ces trois premiéres équations
sera étudiée dans des chapitres subséquents. Il existe d’autres exemples importants d’EDP. Ainsi en finance,
le prix ¢ = ¢(t,S) d’un option d’achat (sous certaines conditions) satisfait

dc o2 282 Oc B B
a —S 8S2+ Sas rc=20 (éq. 16])

qui est ’équation de Black-Scholes. C’est aussi une EDP linéaire homogene d’ordre 2.
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Nous allons maintenant présenter un argument heuristique pour justifier I’équation d’onde dans le cas
d’une membrane:
Pu 5 (0*u D
— ==+
ot? ox? = 0y?

Nous supposerons que les cing conditions suivantes sont satisfaites.
- La membrane est flexible et élastique.
- La tension est de norme constante Tj.
- La membrane a une densité p constante.
- Le poids de la membrane est négligeable par rapport a la tension.
- Le déplacement de la membrane est petit comparativement au diametre minimal de celle-ci.

Au

(S i
(S

X Figure [1]



La premiere condition a comme conséquence que la tension agit dans la direction du profil de la mem-
brane. La derniere condition signifie que le déplacement horizontal de la membrane est approximativement
nul et nous le supposerons nul dans ce qui suit.

Soit u = wu(x,y,t), le déplacement vertical de la membrane au-dessus du point (z,y) & Uinstant ¢.
Considérons la portion de la membrane au-dessus du rectangle ayant pour sommets:(x,y), (z + Ax,y),
(z,y+ Ay), (x + Az, y + Ay). Nous supposons que Az et Ay sont petits. Nous avons illustré dans la figure
[1] les forces de tension agissant sur cette portion de membrane. Les angles «, 3, 7y et J sont les angles faits
par ces forces avec I’horizontale et les points (z1,y), (z2,y + Ay), (x,y1) et (z + Az, ys) sont ceux ou les
forces de tension agissent sur les bords de cette portion de membrane.

La force verticale sera

Feart = To(Az) sin(§) — To(Az) sin(e) + To(Ay) sin(y) — To(Ay) sin(9).

Il faut noter que les angles «, 3, v et § sont presque nuls. Nous pouvons donc utiliser les approximations
suivantes: sin(«) = tan(«), sin(8) ~ tan(3), sin(y) =~ tan(y) et sin(d) ~ tan(d). Apres substitution, nous
obtenons )
0 u
Frere = To(Az)(tan(5) — tan(a)) + To(Ay)(tan(y) — tan(9)) = p(A4) 7
ou AA =~ (Ax)(Ay) est aire de la portion de la membrane. Par définition de la dérivée partielle et comme
la tension agit dans la direction du profil de la membrane, nous avons que

0 0 0 0
tan(a) = a—Z(;vl,y), tan(3) = a—Z(xg,y + Ay), tan(d) = a—Z($7y1) et tan(y) = G—Z(Jc + Az, ys).

Nous obtenons ainsi apres substitution dans ’expression ci-dessus pour Fye que

0%u ou ou ou ou
Fst = p(80)(89) 3 = To(Aa) (G + ) = G2 a) )+ Totn) (Gto + o) = Gt )
Conséquemment
u T, 1 ou ou T 1 ou ou
Fra ?@ <%(x2,y+Ay) - 81/(901,21)) + ) (Aa) ((%(JH'AJU,M) - 8@/(%91)) .

En passant a la limite (Az), (Ay) — 0, nous aurons alors x1, T3 — ; Y1, Y2 — y et

1 ou ou o%u 1 ou ou 5%
@ (@/<x2,y+Ay) B 8y(xl’y)> - aT/? et (A:c) (ax(erAx,yg) - ay(%l/l)) — 92

De tout ce qui précede, nous pouvons donc conclure que u = u(x, y,t) satisfait '’équation d’onde

ou? 2 ?u  *u o2 To
— = — + — c
ot? ox2 = 0y?

Pour clore ce chapitre, nous allons décrire deux propriétés des équations linéaires. La premiere est le
principe de superposition dans le cas des équations linéaires homogenes et la seconde concerne la relation
entre les solutions d’une EDP linéaire non-homogene et celles de son EDP linéaire homogene associée. Ces
propriétés sont présentées dans la proposition suivante.

Proposition 1 a) Soit une EDP linéaire homogene Lu = 0 pour laquelle L est un opérateur linéaire.
Si wuq, ug sont deux solutions de cette EDP et a,b € R, alors au; + bus est aussi une solution. Ceci est
le principe de superposition. Ici nous supposons que I’ensemble des “bonnes” fonctions pour lesquelles L
est défini forme un espace vectoriel et dans ce cas, le principe de superposition affirme que ’ensemble des
solutions d’'une EDP linéaire homogene est un sous-espace de l'espace des “bonnes” fonctions.
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b) Soit une EDP linéaire Lu = f(z,y...) pour laquelle L est un opérateur linéaire. Si uq, us sont deux
solutions de cette EDP, alors us — u; est une solution de I’équation linéaire homogene associée Lu = 0. Ce
résultat signifie que si nous connaissons toutes les solutions de Lu = 0 et que nous connaissons une solution
particuliere uy de Lu = f(z,y,...), alors nous connaissons toutes les solutions de cette derniere équation.
En effet, elles sont toutes de la forme v + 11 ol v est une solution de Lu = 0.

Preuve: a) 1l suffit de noter que L(au; + buz) = aL(uy) + bL(uz) = 0 & cause de la linéarité de L et
parce que uq et us sont des solutions de Lu = 0.

b) Nous avons que Lu; = f(x,y,...) et que Lus = f(x,y,...). Conséquemment L(us —u1) = Lug — Luy =
flz,y,...)— f(z,y,...) = 0. Nous avons donc que us — u1 est une solution de Lu = 0. o

Exercice 1.1
Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle est linéaire ou non,
si elle est linéaire homogene ou non.

) &—F @_ . b) @ 2_|_ @ =1 ) @_FQﬂ_F@_O.
Y e xay_y’ Ox b oy) R 0x20y? oyt

Pu ,Pu Pu_ oo (P9 (2 ) = e
Ox2 oxdy Oy ’ Ox2 Ox -
Exercice 1.2

Vérifier que les fonctions u(x,y) = 22 — y? et u(x,y) = e* sin(y) sont bien des solutions de I'’équation

d)

%u  O%u
5 t+t53 =0
Or dy
Exercice 1.3
Déterminer la solution générale de
0%u
87y2+u:0 ot u = u(z,y).
Exercice 1.4
Déterminer la solution générale de
u 0%u
— —— =0 ouwu=u(x,
02 o (z,y)

en utilisant les nouvelles coordonnées: £ =x +yet n=x —y.

Exercice 1.5
Montrer en utilisant la regle de chaines que ’équation de la chaleur

ou u  0%u

— =k + —

ot 0x2  0y?
exprimée en coordonnées polaires: 7 = \/x2 + y2, § = arctan(y/x) est

ou (82u 1 0% 10u
Uk
ot

572 +r2802+r8r> ou u = u(z,y,t) =u(r,0,t).



CHAPITRE 2

Les équations linéaires d’ordre 1.

Dans ce chapitre, nous allons débuter notre étude en considérant les EDP linéaires d’ordre 1. Nous allons
restreindre notre discussion aux équations linéaires n’ayant que deux variables indépendantes, c’est-a-dire
aux équations de la forme

ou ou
A%+B@+0u:D (éq. [1])
pour lesquelles A, B, C et D sont des fonctions de x et y continiment différentiables sur le domaine D. La
méthode exposée pour résoudre ces équations sera la méthode des courbes caractéristiques. Cette méthode
peut aussi étre adaptée au cas des EDP linéaires d’ordre 1 ayant plus de deux variables indépendantes.
Ces équations apparaissent naturellement dans certains modeles. Mais elles peuvent aussi provenir
d’approximations d’équations d’ordre supérieur. Par exemple, ’équation d’onde unidirectionnelle

ou n ou 0
ot " ‘oz
est une approximation de ’équation de diffusion
ou ou . 1_0%u
ety opZ >
ot Oxr 2 Ox?

lorsque le coefficient de diffusion D est presque nul.

Il est aussi possible dans certains cas de remplacer une EDP d’ordre supérieur par un systeme d’équations
d’ordre 1. Ceci est une autre situation dans laquelle des équations d’ordre 1 apparaissent naturellement.
Nous allons illustrer ceci dans deux exemples. Considérons premierement 1’équation d’onde

Pu 0%

Nous pouvons la récrire sous la forme suivante
Fu_ Lot (0 0N(0_ Y. _,
ot? 0z2  \ot ox)\ot ox)

Noter que, dans ce qui précede, nous supposons que les dérivées partielles de u d’ordre m < 2 sont continues
sur D et ceci a comme conséquence que

Pu %
oxdt — Otdx’
L’équation [2] est donc équivalente au systéme d’EDP linéaires d’ordre 1 suivant
ou  Ou .
E — C% = V;
ov  Ov
a + c% =0.

Nous pouvons déterminer v a partir de la deuxieme équation et ensuite résoudre la premiere équation en y
substituant v.
Comme deuxieme exemple, nous pouvons considérer I’équation de Laplace

0%u  O%u ,
@4'@ =0 (éq. [3])
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et tenter de procéder comme ci-dessus. Nous pouvons récrire cette équation sous la forme suivante

0%u  0%u g .0 o .0 .
a*ay<a*ay>(aay)° Loni=v=)

en supposant comme ci-dessus que les dérivées partielles de v d’ordre m < 2 sont continues sur D. L’inconvé -
nient avec cette fagon de faire est que nous obtenons un systeme d’EDP dans lequel le nombre complexe
i apparait et qu’en général, nous voulons plutdt obtenir des solutions u réelles a 1’équation [3]. Il y a une
autre fagon de réduire I’équation [3] ci-dessus. Posons

ou ou
= = w.

== t  — =
Ox ¢ oy

v

Alors & cause de notre hypothese sur la continuité des dérivées partielles d’ordre 2, nous avons 1’égalité des
dérivées partielles mixtes et nous obtenons

Ow 0%u u v ow  O%*u 9%u Ov

9r Ozdy owor oy U By o2 02 o

Nous obtenons ainsi que v et w satisfont le systeme d’EDP suivant

ow v
dr oy’
ow v
oy o

Ces deux équations sont bien connus dans la théorie des variables complexes. Ce sont les équations de
Cauchy-Riemann. Il faut résoudre simultanément ces deux équations pour déterminer v et w. Ensuite il
nous faut considérer le systeme

ou
or
ou

87y—w.

Noter qu’il n’est pas toujours possible d’associer un systeme d’EDP linéaires d’ordre 1 a une EDP
d’ordre supérieur.

Avant de décrire la méthode des courbes caractéristiques, nous allons préalablement rappeler les notions
de courbe paramétrée dans le domaine ouvert D C R? et de dérivée directionnelle d’une fonction de deux
variables dans une direction d. Ces deux notions seront essentielles pour le reste de ce chapitre.

Une courbe C paramétrée est I'image d’une fonction v : I — D d’un intervalle ouvert I de R vers le
domaine ouvert D de R? définie par s — 7(s) = (z(s),y(s)) pour tout s € I et on dit alors que v est
une paramétrisation de C. Dans ce qui suit, nous supposerons que les fonctions s — z(s) et s — y(s) sont
contintiment dérivables sur I. Dans cette situation, le vecteur v'(sg) = (2'(s0), %' (s0)) est un vecteur tangent
a la courbe C au point (z(so), y(s0))-

Nous avons tracé une courbe a la figure [1]. C’est une partie d’une ellipse et 7 :]0, 7[— R? définie par
s — (cos(s),2sin(s)) est une paramétrisation. Le vecteur 7/(7/6) = (—1/2,1/3) est tangent & cette courbe
au point y(7/6) = (v/3/2, 1). Nous avons aussi tracé ce vecteur.
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Y'(/6)

-1 0 1 o
Figure [1]

Soient f(x,y), une fonction définie sur le domaine D, (xg,yo) € D et d= (d1,ds), une direction, c’est-
a-dire que d est un vecteur non-nul de R2. Alors la dérivée directionnelle de f au point (zg,%o) dans la
direction d est

f'((x0,0);d) = lim

t—0

td td) —
(f(:co +td, Yo th 2) = flao, yo)) (si cette limite existe).
(N.B: Nous ne supposons pas que la longueur ||d|| = \/d? + d2 de d est 1.) Si les dérivées partielles de f
sont continues sur D, alors il est possible de démontrer que

- of of
! ,9%0);d) = = dy + =
' ((zo, y0); d) Oz l(zo,y0) ! y

(z0,Y0)

Ici V f | (o0.30) dénote le gradient de f au point (xg,yo), c’est-a-dire que
of

vf‘(ﬂ:o»?ﬂl) - (&T (aro,yo)> )

Dans I’équation [4], §f|(%7yo) -d désigne le produit scalaire de §f|($o,yo) et de d.

of
(z0,y0) OY

Revenons maintenant a la méthode des courbes caractéristiques. Dans cette méthode, il faut in-
terpréter I’équation [1] au moyen des notions de dérivée directionnelle et de vecteur tangent & une courbe.
Cette méthode sera utilisée pour résoudre des problemes avec valeur initiale, c’est-a-dire qu’en plus de
I’EDP, nous exigeons que les solutions recherchées satisfassent & une condition initiale. Nous interpréterons
géométriquement les solutions obtenues.

Avant d’exposer les différentes étapes de la méthode, nous allons premiérement illustrer celles-ci dans
un exemple simple. Etudions le probléeme a valeur initiale suivant

ou ou

5 + o = 0, avec wu(z,0)=F(z), VreR,



ou F(z) est une fonction réelle donnée et ¢ est une constante réelle donnée. Nous voulons déterminer toutes
les solutions u = u(z, t) qui satisfont & 'EDP et a la condition initiale u(x,0) = F(x). Nous disons ici initiale
parce que cette condition correspond a fixer les valeurs de u pour ¢ = 0.

Considérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation v : R — R? définie par s —
(x(s),t(s)) pour tout s € R et dont le vecteur tangent v'(s) = (2(s),t'(s)) au point y(s) = (x(s),t(s)) est
(¢, 1) pour tout s € R. Dans ce qui précede, ( )’ est la dérivée par rapport & s. Les fonctions x(s) et t(s)
satisfont aux deux équations différentielles ordinaires

dt 1 . dx
— = e — =c

ds ds

Si nous fixons ¢(0) = tg et x(0) = xg, il y a une et une seule solution a ce systéme d’équations différentielles,

a savoir t(s) = s+ tg et x(s) = ¢s + xp pour tout s € R. Ces deux équations peuvent étre résolues par
séparation de variables. Par exemple,

dt
d—zl = /dt:/ds = t=s+k ouk est une constante.
s
Comme t(0) = tg, nous obtenons que t(s) = s + to pour tout s € R. Nous obtenons que z(s) = cs + xg de
fagon similaire. Ces courbes v : s — (z(s),t(s)) sont ici des droites.

Si maintenant nous considérons les valeurs u(s) = u(t(s), z(s)) d’une solution u sur ces courbes, alors
nous obtenons par la régle de chaines que

du_oudt  oudr _ou | ou_
ds  Otds Oxds Ot caz_ '

Noter que I’équation

Ou  Ou 0
ot on

signifie que la dérivée directionnelle de u = u(z,t) dans la direction du vecteur tangent (2/(s),¢'(s)) = (¢, 1)
est nulle pour tout point (z(s),t(s)) avec s € R. Parce que u/(s) = 0, nous avons que u est constante par
rapport & s. Noter ici que u est constante sur les courbes s — (x(s),t(s)) = (¢s + xo,s + tg) avec s € R.
Notons cette constante par ug. Nous avons donc que

r=cs+x9, t=5+1ty, U=ug.

Chacune des courbes dans R? donnée par la paramétrisation s — (z,t,u) = (¢s + xg, s + to, ug) avec s € R
est ce qu’on appellera une courbe caractéristique.

Nous n’avons pas encore tenu compte de la condition initiale. De plus nous n’avons pas pour l'instant
décrit u en fonction de z et ¢, mais plutdt en fonction de s. Les valeurs initiales possibles (zg, to, ug) peuvent
aussi étre paramétrisées par une courbe de valeurs initiales: z¢ = 7,9 = 0,ug = F(7) avec 7 € R. Donc si
nous décrivons x, t,u en fonction de s et 7, nous obtenons

x(s,7)=cs+71, t(s,7)=3s, wu(s,7)=F(1).

11 est possible de visualiser ces derniéres équations en concevant les points (z,¢,u) comme étant sur
une surface paramétrée par (s,7) — (z(s,7),t(s,7),u(s,7)). Ceci est illustré a la figure [2] dans le cas ol
Flx)=1-2%¢=1,0<s<let0<7<1.
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Figure [2]

Ainsi étant donné (s, 7), nous obtenons un point (x,t,u) sur cette surface en utilisant z = cs+7,¢t =s
et w = F(7). Mais ici il est facile de vérifier que des coordonnées x et ¢ d’un point de cette surface, nous
pouvons déterminer les coordonnées s et 7 correspondantes, a savoir s =t et 7T = x —cs = x — ct. En
substituant ces valeurs dans l’expression pour u, nous obtenons que u = F(7) = F(z — ¢t) comme fonction
de x et 7. C’est la solution recherchée au probleme. Il est facile de vérifier que nous avons ainsi une solution
du probleme. En effet,

N ) Fe - 0 _ gy Ou | Ou o B o — of) =
at—( c) Fllex —ct) et 8x—F(x ct) = 8t+caa:_( o) Fllz —ct)+c F'(x —ct) =0

montre que 'EDP est satisfaite et u(x,0) = F(z — ¢(0)) = F(x) montre que la condition initiale est aussi
vérifiée.

Dans cette solution wu(z,t) = F(xz — ct), nous voyons que linformation initiale u(z,0) = F(x) est
transmise le long des courbes caractéristiques, c’est-a-dire que u(z,t) est constant pour tous les points (z, t)
tels que = — ct est une constante. Ici les courbes caractéristiques sont de la forme z — ¢t = k ou k une
constante. Nous avons illustré ceci a la figure [3].

11



u
u(x, 0) = F(x)
[N -
| ~
k — >
~ < ~ < 1 \ X
~ ~ 1
~
S ~ ~ ~
x-ct=k
t Figure [3]
Cette figure illustre aussi pourquoi 'EDP
ou n ou 0
et
ot 0

est appelé I’équation d’onde unidirectionnelle. Nous voyons bien la propagation de ’onde.
Décrivons maintenant la méthode générale des courbes caractéristiques pour résoudre le probleme a
valeur initiale suivant:

A@ + B% +Cu=D avec u(X(r),Y(r)=F(r), Vrel,
Or dy
ou A, B,C, D sont des fonctions contintiment différentiables de x et y; u = u(z,y) est & déterminer, I est un
intervalle et X (7), Y(7) et F(7) sont des fonctions continiment différentiables de 7 € I données.

Nous supposerons au départ que (A(z,y), B(z,y)) # (0,0) pour tout point (z,y) € D. Considérons
toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation v : R — R? définie par s — (x(s),y(s)) pour
tout s € R et dont le vecteur tangent v'(s) = (2'(s),y'(s)) est (A(x(s),y(s)), B(z(s),y(s)) au point v(s) =
(x(s),y(s)) pour tout s € R. Ici ()" désigne la dérivée par rapport & s. Nous obtenons ainsi un systéme de
deux équations différentielles ordinaires

% = A(z,y) et Z—Z = B(z,y). (éq. [5])

Si nous fixons x(0) = zg et y(0) = yo, il y a alors une et une seule solution & ce systéme d’équations
différentielles ordinaires, & cause de ’hypothese que (A(z,y), B(x,y)) # (0,0) pour tout point (x,y) € D.
Noter qu’il est en général difficile de résoudre explicitement un tel systéeme.

Si maintenant nous considérons les valeurs u(s) = u(x(s),y(s)) d’une solution u sur ces courbes, alors
nous obtenons par la régle de chaines que

du Oudx Ou @

ds  Ords ' Oyds

8” ou
= A(xz(s),y(s)) — + B(z(s),y(s)) —
(@) () 75 (@(s)9(5) (o)1) ACIORTON

= —C(x(s),y(s)) u(z(s),y(s)) + D(x(s), y(s))
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Noter que ’équation

nous permet de conclure que la dérivée directionnelle de v = u(x,y) dans la direction du vecteur tangent
v'(s) au point v(s) est —C(z(s),y(s)) u(z(s),y(s)) + D(z(s),y(s)). L’équation

Z—Z = —C(x(s),y(s)) u(z(s),y(s)) + D(x(s), y(s)) (éq. [6])

est une équation différentielle ordinaire dont u(s) est une solution. Les fonctions x(s), y(s) sont déterminées
par les équations [5]. Si nous fixons u(0) = wug, alors I’équation [6] a une et une seule solution u(s). Les
courbes dans R? données par les paramétrisations s +— (x(s), y(s),u(s)) sont les courbes caractéristiques.

Pour chaque point (zg,yo,uo), il y a une seule courbe caractéristique s — (z(s),y(s),u(s)) pas-
sant par ce point (xg,yo,ug) & s = 0. Pour chaque 7 € I, nous aurons une courbe caractéristique
s — (x(s,7),y(s,7),u(s, 7)) en prenant ci-dessus zop = X(7), yo = Y(7) et ugp = F(7) et telle que
(x(0,7),y(0,7),u(0,7)) = (X(7),Y(r), F(7)) pour tout 7 € I.

Nous obtenons ainsi une paramétrisation d’une surface (s,7) — (z(s,7),y(s,7),u(s, 7)) dans lespace
des (z,y,u) contenant la courbe C des valeurs initiales 7 +— (X (7),Y (1), F(7)), ainsi que toutes les courbes
caractéristiques s — (x(s, 7),y(s, 7),u(s, 7)). Nous avons illustré ceci & la figure [4].

} Courbes caractéristiques
Courbe des valeurs

initiales (X(t), Y(t), F(t)) (x(s, ), ¥(s, T), u(s, ©))

/ Figure [4]

Nous supposerons aussi que le jacobien

Owy) _|ge gr|_ (9= (9y) _ (0= (99
s, 1) | 9s) \or or) \9s
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pour les points (s, 7) = (0,7) avec 7 € I, alors il est possible d’écrire s et 7 comme des fonctions s = s(z, y) et
7 = 7(x, y) contintiment différentiables de x et y.Ceci est une conséquence du théoréme des fonctions inverses.
En d’autres mots, la fonction (s, 7) — (z(s,7),y(s,7)) a une fonction inverse (z,y) — (s(z,y),7(z,y)) dans
un voisinage de (s,7) = (0,7). En substituant ces expressions pour s et 7 dans u(s,7), nous obtenons
u = u(z,y) comme fonction de = et y. Cette fonction satisfait I'EDP

ou Ju

En effet, nous avons que pour tout 7 € I, x(s,7) et y(s,7) sont des solutions des équations [5] et alors

or oy

= Ala(s, ), y(s,7)) et o=

= B(x(s,7),y(s,7)).

De plus, u comme fonction de s satisfait I’équation [6] pour chaque 7. Ainsi

% — —C(a(s,7),y(5,7)) u+ D(a(s,7),y(s,7)).

En utilisant ce qui précede et la régle de chaines, nous avons

ou ou dr  Ou Ay
— = —+ = —= =—C(z(s,7),y(s, 7)) u+ D(z(s,7),y(s,T)).
ds — 9rl(a(s.r)w(sm) 05 | Oy l(a(s,m)y(sir)) Os (2(s,7), y(s,7) (@(s:7),y(s:7))
Donc 5 )
u u
o Az (s,7),y(s, 7)) + o~ B(x(s,7),y(s, T
e A D + 5 B, uts)

est égale a
—C(l‘(S,T),y(S,T)) u(l‘(S,T),y(S,T)) —I-D(LL'(SJ'),y(S,T)).

La condition initiale est aussi vérifiée. En effet, X (7) = z(0,7), Y(7) = y(0,7) et uw(z(0,7),y(0,7)) =
w(X(7),Y(r)) = F(7) pour tout 7 € I.

Nous avons fait deux hypotheses dans notre description de la méthode des courbes caractéristiques.
La premiére est que le vecteur (A(z,y), B(z,y)) # (0,0) sur le domaine D. Dans le cas ou il y aurait un
point (zg, yo) € D tel que (A(zo,yo), B(zo,y0)) = (0,0), alors les équations [5] n’ont pas nécessairement une
solution unique. Il peut y avoir plusieurs solutions ou encore une solution qui approche le point (zg,y0) en
faisant une spirale autour de ce point. Nous ne traiterons pas de ce type de difficultés dans ces notes. Une
seconde hypotheése que nous avons fait est que le jacobien

‘=N R GIOROIG
(s, T) % % Os or or 0s
doit étre non-nul pour les points (s, 7) = (0,7) avec T € I. Si ce jacobien s’annule pour un (0, 79), alors nous
ne pouvons pas nécessairement écrire s et 7 comme des fonctions de x et y. Dans ce cas, la méthode ne
fonctionne pas nécessairement. De plus, il arrive dans certains de ces cas qu’il n’y ait pas de solution. Nous
ne traiterons pas plus en détails ce type de difficultés.
Pour terminer ce chapitre, nous allons maintenant décrire la solution de d’Alembert (philosophe, écrivain

et mathématicien frangais, Paris 1717 - id., 1783) a I’équation d’onde dans le cas d’une corde vibrante. Le
probléme est le suivant. Il faut déterminer la fonction u(z,t) telle que

2 2
0w 207 pvec u(s,0) = f(z) et %(I,O) = g().

o2~ a2

Ici ¢ est un nombre réel positif (¢ > 0) donné, f(z) et g(x) sont des fonctions données. Physiquement wu(z, t)
est le déplacement vertical d’une corde vibrante au point x de cette corde au temps t. Nous supposons que
la corde est suffisamment longue pour que les extrémités n’interferent pas pendant I'intervalle de temps pour
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lequel nous considérons u. f(z) est le déplacement initial de la corde et g(x) est la vitesse (verticale) initiale.
Comme nous ’avons vu, nous pouvons récrire 'EDP

Pu 0%

Fro c Frcie 0
sous la forme du systéme [1]
ou _ ou_
oo (syst. [1])
5% + Con = 0

Nous allons donc premierement déterminer v en tenant compte des conditions initiales. At = 0, nous
obtenons de la premiere équation du systeme [1] que

o, 0) = P2(w,0) — 0 (2,0 = g(x) ~ cf (x),

car
ou ou

@0 =gl@) et u@,0)=f@) = (2,0 =f().

Ainsi la fonction v(z,t) sera une solution du probléme & valeur initiale suivant

Ov v
— 4+c—=0 avec v(z,0) =gx)—cf(z).
oo (2,0) = g(x) ~ ef ()
Comme nous l'avons vu précédemment la solution de ce probleme est v(x,t) = g(x — ct) — cf'(z — ct).
Maintenant il nous faut considérer la premiere équation du systeme [1] avec la solution v(z,t) ci-dessus.
Nous obtenons le nouveau probleme a valeur initiale suivant

ou ou

— —c—=glz—ct)—cf(x—ct) avec u(z,0)=f(z).

= o = gla—ct) — ef (v = et) (,0) = f(2)
Nous devons premierement déterminer les courbes caractéristiques. Il nous faut donc considérer les équations
différentielles ordinaires

dx at 1 du

=0 =L o= 9(ls) —cls) - ef (x(s) - et(s))-

De plus la courbe des valeurs initiales est 7 — (X (7),T(7),u(X(7),T(7)) = (7,0, f(7)). De ceci, nous
obtenons z(s,7) = —cs + 7, t(s,T) = s, ainsi que

d S

d—u:g(—CS+T—CS)—Cf/(—CS—FT—CS) = u(s,T)= (/ g(—2cw+7)—cf'(-2cw+T) dw)—i—f(r).
s 0

En considérant la substitution A = —2¢ w 4 7 dans cette intégrale et parce que d\ = —2¢ dw, nous obtenons

—2c

uls,7) = ( 5/ - cf’(A)dA) +f().

11 est facile de vérifier que s =t et 7 = x+c¢s = z+ct. En substituant ceci dans I’expression pour w ci-dessus,
nous obtenons que

(o, 1) = (1 /:_Ctg(/\) - cf’(A)dA) b f(atet) = (210 /:mg(x) - cf’(A)dA) + f(x + cb).

=2¢ Jpter —ct
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Nous pouvons intégrer f'(X\) par rapport & A. Conséquemment

(o, 1) = <21C /ﬂ::tg()\)d)\> - %(f(fr tet) ~ flz—ct)) + flo+et).

Finalement nous obtenons comme solution

u(a,t) = (

1 x+ct
2¢ /xfct

Ceci est la solution obtenue par d’Alembert.
Par exemple, si le déplacement initial et la vitesse initiale sont respectivement

)=

alors le déplacement vertical u sera

u(z,t)

ou A, B, C, D, E et F sont les régions représentés dans la figure [5]. Nous avons ainsi deux ondes: I'une se

si0<z<m;
sinon;

sin(x),

t,
0, ©

%(f(m—i— o) + f(x — ct))
0,
sin(z + ct)

2 I

sin(z + c¢t) + sin(z — ct)
2 9

déplagant vers la droite et 'autre vers la gauche.

g()

0,

g(/\)d/\) + %(f(a: +ct) + f(z — ct)).

vV,

si (z,t) € A;

si (x,t) € B;

si (z,t) € C;

si (x,t) € D;

si (z,t) € E;

si (x,t) € F;

Figure [5]
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Exercice 2.1

Montrer que 'EDP
Pu 0% ou
— === +22—=0
oz~ “ a2 TV

0 0 0 0 ou

ot u = u(z,t). Conclure de ceci que cette EDP est équivalente au systéme

peut s’écrire sous la forme

ou Ju
— —c— =v—2\uy;
ot Cox U0
v Ov Ju
— +c— —2cA— =0.
ot " or " *or 0
Exercice 2.2
Résoudre le probleme & valeur initiale suivant
ou ou
s + o +lu=0 avec wu(z,0)=f(z),

ol A > 0, f(x) est une fonction donnée et u = u(z,t).

Exercice 2.3

Considérer la solution de d’Alembert de 1’équation d’onde pour le déplacement initial f(x) et la vitesse
initiale g(x) suivants:

a) f(z) =z et g(x) = 0; b) f(z) =0 et g(x) = x; ¢) f(z) =sin(z) et g(x) = —ccos(z);

d) f(x) = sin(z) et g(x) = ccos(x).

Exercice 2.4

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant

@4_ x@_
ot € dr

0 avec wu(z,0)==x
ou u = u(x,t).
Exercice 2.5(t)
Considérer 'EDP linéaire non-homogene
0%u 0%u
o o = F)

ol ¢ est un nombre réel positif, F(x,t) est une fonction donnée et u = u(x,t).
a) Montrer que cette EDP est équivalente au systéme

ou _ ou_
ot ‘ox U
Ov ov
L R
o + o (z,t)

b) Déterminer la solution du probléme a valeur initiale

0? 0? 0
Y22t F(xz,t) avec wu(z,0)=f(z) et —u(a:,O) = g(z)

o2~ o2 ot

en procédant comme nous l’avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour ’équation d’onde. Ici
f(x) et g(x) sont données.
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CHAPITRE 3
Un peu d’ordre maintenant.

Apres avoir fait nos premiers pas dans la théorie, nous décrirons dans ce chapitre comment classifier
toutes les EDP linéaires d’ordre 2. Nous aurons trois types d’EDP: hyperboliques, paraboliques et elliptiques.
Ensuite nous décrirons la forme canonique obtenue apres un changement de coordonnées pour chacun de ces
types ’EDP. L’équation [2] du premier chapitre décrit la forme générale de ces équations avec n variables
indépendantes. Au départ, nous nous restreindrons au cas ou n = 2. Ainsi les EDP que nous considérerons
initialement seront de la forme suivante:

0%y 9? 9%u ou ou

@+Bm+08—y2+D%+E6fy+FUZG (éq. [1])

A
et A, B, C, D, E, F et G sont des fonctions de = et de y qui ne s’annulent pas simultanément. Nous
supposerons aussi que u, A, B, C, D, E, F et G ont toutes au moins des dérivées partielles d’ordre m < 2
continues sur un domaine D du plan z,y.

L’équation [1] est dite hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (zg,yo) € D
si et seulement si (B(zo,y0))? — 4A(x0,y0) C(xo,y0) est positif (respectivement nul, négatif). Si une EDP
est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) pour tous les points (g, yo) du domaine D, on dit
alors qu’elle est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) sur D.

Pour I'équation

5, 0%u 0%u 20%u
* 022 _xyazay ty Y2

nous avons alors A(z,y) = 22, B(z,y) = —xy, C(x,y) = y? et B? —4AC = (—zy)? — 4(2?) (y?) = —32%y%
Donc si g = 0 ou yo = 0, cette EDP est parabolique au point (zg,yo); sinon elle est elliptique au point
(0, ¥o).-

Il est important d’observer que cette classification est préservée par tout changement de coordonnées.
Ceci indique que notre critere est valable. 11 est clair que la forme d'une EDP est modifiée par un changement
de coordonnées, mais que nous pouvons relier les solutions de 1’équation avant le changement de coordonnées
avec les solutions apres celui-ci. Ainsi nous n’obtenons pas vraiment une nouvelle équation. Expliquons
pourquoi notre classification est préservée par tout changement de coordonnées. Plus précisément, soient
& = &(x,y), n = n(x,y), deux nouvelles variables qui sont des fonctions de = et y ayant au moins leurs
dérivées partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine D et telles que le déterminant

e”,

98 0¢

so BB () (o) () ()
on  On Oz Oy Oy Oz
Jdr Oy

n’est jamais nul sur le domaine D. Alors nous obtenons une nouvelle équation [2] en utilisant ces nou-
velles variables (£, 1) et celle-ci est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (o, 70) =
(&(xo,Y0),m(z0,y0)) si et seulement 1’équation [1] est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique)
au point (zg,yo). Nous allons maintenant vérifier ceci.

En utilisant la regle de chaines, nous avons

2 (- 5-E-EE)
- () (3 () () () (8- () (49 (8) ()
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s~ (32) () () Gan) [(52) (3)+ (5) ()] (55) (3) ()
( ><8x8y) (a affay)
7 (2 () (28 () (3)- () (3~ () (3)- () (39

En substituant ces dérivées partielles dans I’équation [1], nous obtenons

2
wPu p Pu @w/‘lwiw e (¢q. [2)

oe? €D dE
% 2
<5y> ’

=a(g) () ()
w2 () () o |(3) (5) + (5) (&) =
=G w2 (5) () +o(5)
o4 (5) o (o) o (52) 2 (5) 2 (5)
(

0%y 2n 0%n on on
[ P
E_A<<9x2)+B x5y>+0(0y2>+D<3 )+E(8y>’

F'=FetG =0G.

Nous obtenons alors que (B’)? — 4A’C" = J?(B? — 4AC). Parce que J # 0 sur le domaine D, nous
avons que (B’)2 — 4A'C’ > 0 (respectivement = 0, < 0) si et seulement si (B? — 4AC) > 0 (respectivement
=0, < 0). Ceci termine la preuve que la classification des équations en EDP hyperboliques, paraboliques ou
elliptiques est invariante sous des changements de coordonnées.

En utilisant ce qui préceéde, nous pouvons maintenant nous demander 8’il existe des coordonnées (£,7)
telles que A’ = 0 ou C’ = 0. Le but ultime de ceci est de déterminer une forme canonique d’une EDP
comme dans 1’équation [1]. Nous pouvons tenter de déterminer un tel changement de coordonnées. Ainsi

nous voulons que
¢\’ €\ (% 2\’
/ = _— —_— =
w=a(g) e (3) (5) () -
o a0 () () 4o () 2
N Oz dx ) \ Oy oy)
Ces deux équations sont de la méme forme
% ¢\ (96 9%
a(5) +2(5) (5) < (5) -0

avec ( = £ ou 1. Nous supposerons dans ce qui suit que

ou

(2) @)

ou encore

¢
7"
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pour les points de notre domaine D. En divisant les deux cotés de cette derniere équation par
ac 2
dy) "’
9¢ ac\1” a¢ ac - ,
A[(%)/(@,” +BK3£ oy +C=0. (éq. [3])

nous aurons

Rappelons que si f est une fonction continue de x et y ayant des dérivées partielles continues sur le
domaine D et que nous considérons la courbe de niveau C, = {(z,y) € D | f(z,y) = v}, alors la pente de la
tangente 3’ en un point de cette courbe est

-2 (/%)

En effet, si nous dérivons par rapport a = les deux c6tés de I’équation f(z,y) = v définissant la courbe C,,
nous obtenons au moyen de la regle de chaines

dfay) _dv) _, _ 0f  Ofdy _

_ of | of dy _ (91N /(21f
dx dx 8x+8yda:_0 i (633)/(83/)

Nous avons illustré ceci a la figure [1] pour la courbe de niveau f(z,y) = 42 + y? = 4. Dans ce cas,

aof _
dr

8z, % =2y et y =—(8x)/(2y).

Ainsi une équation de la droite tangente & la courbe de niveau passant par le point (v/3/2,1) est (y — 1) =

—2v3 (z — v/3/2).
A

4 A

Courbe de
niveau

TN

Droite tangente

Figure [1]
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Conséquemment si nous considérons la courbe de niveau C, = {(z,y) € D | {(z,y) = v}, alors la pente
de la tangente y’ & cette courbe de niveau v satisfait 1’équation

dy 2 dy _
A(dx) —B(CM:)—FC—O

oy (94N /(9C
L Ox oy )’
dans I’équation [3]. Nous obtenons ainsi deux équations différentielles ordinaires:

dy _B+VB?-TAC  dy _B-VB?-1AC
de 24 oA 24 '

en utilisant la substitution

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques. En trouvant les solutions de ces deux équations, nous
aurons les deux courbes caractéristiques (i (z,y) = constante et (3(z,y) = constante. En posant £(z,y) =
C1(z,y) et n(z,y) = (2(x,y), nous aurons un bon changement de coordonnées qui simplifiera 1'équation [1].
Dans la discussion qui précede, j’ai escamoté certaines difficultés. Par exemple, si B? — 4AC = 0, nous
n’aurons pas deux équations caractéristiques, mais seulement une seule, nous pallierons & ceci plus tard. De
méme, si B2 —4AC < 0, le radical n’est pas réel et il faut modifier notre processus.

Nous allons pour Iinstant poursuivre en ne considérant que le cas hyperbolique (i.e. B2 —4AC > 0 sur
le domaine D), nous aurons bien deux nouvelles coordonnées (£,7) dites coordonnées caractéristiques. Apres
ce changement de coordonnées, nous aurons une équation [2] pour laquelle A’ = C’ = 0 et nous obtenons
apres avoir divisé les deux cotés par B’ une EDP de la forme

0%u L, ou

Ou
D st E”i F// — //. 4 . 4
850n+ 5£+ 577+ u=_G (éq. [4])

Noter que B’ # 0, parce que I’équation est hyperbolique. Cette équation [4] est la premiére forme canonique
d’une EDP hyperbolique sur un domaine D. Il existe aussi une seconde forme canonique pour une EDP
hyperbolique. Pour l'obtenir, il suffit de considérer les coordonnées («, 3) définies par a =&+ 1, =& — 1.
Apres ce nouveau changement de coordonnées, I’'EDP est transformée en une équation de la forme

0%u  O%u ou ou .
a7~ o T Dig tElgy + Flu=Gi. (éq. [5])

En effet, nous obtenons par la régle de chaines que

ou Ou Ou Ju Ou Ou

% 00 0p 1 0 5
Pu_ 0 (du 0w\, 0 (u_du)_0u_u
0t0n  Oa \da 0B 0B \da 08 0a?2  0p2°
En substituant ceci dans I’équation [4], nous obtenons I’équation [5].
Tllustrons comment obtenir I’équation canonique dans le cas de P'EDP linéaire d’ordre 2 suivante:

et

0%u 0%u
2 2 .
— —a°— =0. éq. [6
Vo TV o (éq. [6])
Parce que B? —4AC = 02 — 4 (y?) (—2?) = 4 2%y? > 0, nous obtenons facilement qu’aux points (zg, yo)
pour lesquels o = 0 ou yo = 0, 'EDP est parabolique; alors qu’aux points (zg, yo) pour lesquels xg # 0 et
yo # 0, PEDP est hyperbolique. Considérons un domaine D pour lequel PTEDP est hyperbolique a tous ses
points. A ces points, les équations caractéristiques sont

dy 04 /4x?y? ot dy 00— y/4x?y?
&9 s & _ T VI

dx 2y

dx 212
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c’est-a-dire ¢y = (z/y) et v’ = —(x/y). En utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons

2 2

dy = Y z2 dy x Y x ,
dr gy I R 2 y T
oll ¢,c¢ sont des constantes. Ainsi les deux courbes caractéristiques sont ¢i(x,y) = (y? — 22?)/2 = c et
Co(z,y) = (y* + 22)/2 = /. Les coordonnées caractéristiques sont &(z,y) = (y? — 22)/2 et n(z,y) =
(y?+2?%)/2. En utilisant ce changement de coordonnées, la régle de chaines et en observant que 2 = —¢ +1
et y? = £+ 1, alors 'EDP [6] est transformée et nous obtenons la nouvelle équation
0%u n ou 13 ou ,
5€0r — 3 (&2 2<5>—222 ) (éa. [7])
§om 2 (&2 —n?) \0¢ (&2 =n?) \on

En effet, par la régle de chaines, nous obtenons

ou ou ou ou ou

or = "o oy oy "o Y

Pu_ 0 (O o) a0ty oPu v o
0z2 Oz o0& 0 0&2 0&0n on? ¢
a2 oy \Yae "oy =y 852 2" aga a 2 "9 Ty
et finalement e o 3 5
20U 20U U 2 _ 29"
82u+(x +y?) du (y2—m2)@:0 N Pu n du 3 du
o6on  4Ax?y? 06 4a?y? On oo 2(2-n?) \o¢) 282 —-n*) \on)’

L’équation [7] est la premiére forme canonique de 'EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyper-
bolique. Si nous utilisons plutdt les coordonnées a =€+, =€ —n, alors £ = (a«+0)/2, n=(a—5)/2 et

I’EDP obtenue sera
@f@f 8u +1 Ou (6q. [8])
92 a2 23 \a3 ) ed:

Nous obtenons ceci par la regle de chaines car

Ou_Ou Ou Ou_Ou_Ou . OPu _Pu_ Ou
9% Oa 95 Oy da 08 deon 9o 95

Alors

Pu n ou 13 ou\  (a—p)/2 (Ou  Ou (a+B)/2 [Ou Ou
g6~ () 3@ (o)~ s e 98) e ()

) ()
da? 02 20 28 \08) "

Cette derniere équation est la seconde forme canonique de PEDP aux points pour lesquels celle-ci est
hyperbolique.

Nous allons maintenant discuter de ce qu’il faut faire dans les cas ou 1’équation est parabolique ou
elliptique. Pour chacun de ces cas, nous obtenons soit une seule équation caractéristique ou deux équations
caractéristiques complexes.

23



Si notre EDP est parabolique sur le domaine D, alors B2 —4AC = 0 en tout point de D et nous obtenons
qu'une seule équation caractéristique y' = B/2A. Méme en procédant comme pour le cas hyperbolique,
nous n’obtiendrons qu’'une seule coordonnée caractéristique £(z,y). Pour obtenir la seconde coordonnée
caractéristique n(x,y), il suffit de prendre une fonction n(x,y) quelconque ayant au moins des dérivées
partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine D et telles que

98 ¢
on  On ox Jy Ay
dr Oy

sur D. Parce que B? — 4AC = 0 et que A’ = 0, nous avons que B = ¢ 21/ AC avec e = 1 ou —1,
2 2
A=A o)’ B (EV (Bt (EY (VAL e B) 2o
Or oz 8y Or dy

- (gi> <8x> oy Kgi) (ay) ! (gj) (axﬂ e <g§> <6y)

p (max + @gf/) (maz T @gz) —0

quelque soit la fonction n(x,y). Donc apreés ce changement de coordonnées, I’équation [1] sera transformée
en une EDP de la forme )
0%u ou ou
ity p g E’— +Flu=0@G"
on? ¢
Noter que C’ # 0, sinon 'EDP de départ serait d’ordre 1, mais ce n’est pas le cas. Apres avoir divisé les
deux cotés de cette derniere équation par C’, nous obtenons la forme canonique d’'une EDP parabolique

% +D”% _A'_E//i +F/I _ G//.

Tllustrons ceci dans un exemple. Soit

0%u 0%u 0%u  Ou ou
i —_- — 2— =0. 8q.
92 + 68:681/ + 98y2 p + 9y =0 (éq. [9])

Cette équation est linéaire d’ordre 2 et parce que B2—4AC = 62—4 (1) (9) = 0 pour tous les points de R?, elle
est parabolique sur R?. Nous n’avons qu’une seule équation caractéristique y’ = 6/2 = 3 et, en utilisant la
méthode de séparation de variables, nous obtenons comme solution de cette équation ¢; (z,y) = 3z —y = c ol
¢ est une constante. Nous avons donc pour I'instant qu’une seule coordonnée caractéristique &(z,y) = 3z —y.
Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique, nous avons beaucoup de choix. Pour cet exemple, nous
prendrons 7(x,y) = x. Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues et

o6 9¢
_ |0z dy|_|3 1| _
J = a o= ‘ 1 ol = 1#0
or Oy
pour tout point de R2?. En utilisant ce changement de coordonnées, la régle de chaines et en notant que
x =nety=—E+ 3n, Péquation [9] sera transformée et nous aurons
Ou _ou_Ou_,
o> 0¢ O

comme équation canonique.
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En effet, en utilisant la regle de chaines, nous obtenons

oxr o an’ oy 9 ox2 Oz

o€ 9

ou Bu ou  Ou ou  d*u 9 ([, 0u du\ 827u+6 0%y + 9%u
=%e2 T %%¢an T a2

Pu_ 0 (o) 0 Pu du_ow
0xdy Oz oc) o€ 0oy’ oy? 0e2
&_FG(()ZU +9@ 8u+28u_@_5%_87u_0 = &_5@4_%
Ox2 Oxdy oy2 Oz dy  On? o&  On o2 To¢  On’

Il nous faut maintenant discuter du cas elliptique. Si notre équation [1] est elliptique sur le domaine D,
alors ses deux équations caractéristiques sont a valeurs complexes (avec une partie imaginaire non-nulle) et
les solutions de ces équations sont conjuguées entre elles. Plus précisément, nous avons les courbes suivantes:
G(z,y) = ¢, Glx,y) = et G(z,y) = G(z,y), la conjuguée de ¢ (z,y). Sinous posons &(z,y) = (1(z,y)
et n(xz,y) = (2(x,y), ces variables ne prennent pas des valeurs réelles. La modification nécessaire est la
suivante. Les coordonnées caractéristiques dans le cas elliptique seront o = (£ +n)/2, 8 = (£ —n)/2i ou
i = v/—1. Ceci signifie que « est la partie réelle de ¢ et 3 est la partie imaginaire de £. Apres ce changement
de coordonnées, nous obtenons comme EDP

82u 82 ou ou
+D//f -|—E//f +F'u=aG".
862 op
Cette équation est la forme canonique de I’équation elliptique.
Illustrons ceci par un exemple. Considérons ’équation

0%u o 5 0%u —0

922 oy
Dans ce cas, B2 — 4AC = —42? < 0. Conséquemment cette équation est parabolique aux points (2o, yo)
ou xg = 0, sinon elle est elliptique. Sur un domaine pour lequel ’équation est elliptique, ses équations
caractéristiques sont 3’ = iz et y' = —ix. Les solutions seront (i(x,y) = y — (i/2)x? = c et (a(z,y) =

y+ (i/2)x® = . 1l est clair que les fonctions &(x,y) = y — (i/2)2? et n(x,y) = y + (i/2)2* prennent des
valeurs complexes et sont conjuguées I'une de 'autre. Les coordonnées caractéristiques sont a(x,y) = y et
B(z,y) = —2%/2. Apres ce changement de coordonnées, I’équation canonique sera

Fu Pu 1o
0a?  9p2 2808

En effet nous avons que

du  Ou  Ou _ Ou Pu D <_ 3u> 2 0%u  Ju Pu 0 <3u> _ 0%u

et

oz "898 By 0a’ 02 o a5) " 83 a3 9y Oy \da)  0a?
Donc
Pu G0 (P P\ w0 P 10w
0z ay2_ Oa? = 0p3? 86_ Oa? ag?‘ 2808

Dans ce qui précéde, nous avons décrit comment transformer une équation aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2 a deux variables en une équation canonique. Un processus similaire existe aussi pour
transformer une équation aux dérivées partielles linéaires d’ordre 2 ayant plus de deux variables sous une
forme canonique. Ce processus fait appel a des notions d’algebre linéaire plus avancées et nous ne le décrirons
pas dans ces notes de cours. Nous allons seulement qu’esquisser quelques-uns des éléments de ce processus.
L’équation [2] du chapitre 1 nous donne la forme générale d’une EDP linéaire d’ordre 2

n 82 )
2 A _ZB -+ Cu= (éq. [10))

i,j=1
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ou A;;, B;, C et D sont des fonctions des variables indépendantes 1,2, ..., %,. De plus, nous supposerons

que les solutlons recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

ou 9%u
et

Vi,j, 1<i,j<n

continues sur D et conséquemment que

0%u B 0%u
axiaxj o 8$J35E2

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que A;; = Aj;. Nous avons expliqué au premier
chapitre pourquoi nous pouvons faire cette hypothese. La classification de ces équations se ramene a ’étude
des valeurs propres de la matrice symétrique

All A12 e Aln
A21 A22 e A2n
Anl An2 o Ann

Il est bien connu que les valeurs propres d’une matrice symétrique ayant des entrées réelles sont réelles. On
dit alors que 'EDP est elliptique si toutes les valeurs propres de A sont soit positives (> 0), soit négatives
(< 0). On dit qu’elle est hyperbolique si une des valeurs propres est soit positive (> 0), soit négative (< 0)
et toutes les autres valeurs propres sont du signe opposé. On dit qu'une EDP est parabolique si au moins
une des valeurs propres est nulle. Si n > 4, cette liste n’est pas exhaustive. Il est possible d’avoir des EDP
pour lesquelles la matrice A a plus de deux valeurs propres d’un signe et toutes les autres du signe opposé.
On dit que ces équations sont ultrahyperboliques.

Exercice 3.1
Déterminer pour quels points(z, y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes est a) hyperbolique,
b) parabolique et c) elliptique

. 8%u 8 U 28 Y _ ¥ *u 9*u 9*u Ju _
) ToT T gy TY 7 =0, i1) F—kxym—&-yay —(z +3)7y_u
8 82 82 u _ e, . 20%u Pu | O*u _

1i1) S 5+ & o0y 017 2 TG, = iv) a? 37 +2(x —y) D20y + o 0,

) 8 Y SW (x —l—y)a +4?Tu - x% = sin(x).

Exercice 3.2

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

a) déterminer les points du plan z,y ou ces équations sont hyperboliques;

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine ou celles-ci sont hyperboliques;
c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de fagon & obtenir léquation canonique
correspondante

2 2 2
i) 2y28u 0%u 28u+4ya —3u=0, i) 20%u 07 u 628u u _ g

o2 Wozoy —* ay? oz ~ Wozoy — Y y? T o

Exercice 3.3
Pour ’EDP linéaire d’ordre 2 suivante

2& 9 O*u =+ 2@ @_0
¥ 92 xyaxay 4 oy2  ox
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a) déterminer les points du plan z,y ou cette équation est parabolique;

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine ou celle-ci est parabolique;
¢) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de fagon a obtenir I’équation
canonique correspondante.

Exercice 3.4
Pour I'équation ci-dessous, déterminer le type de I’équation, les équations caractéristiques, les coordonnées
caractéristiques et ensuite réduire I’équation sous sa forme canonique

0%u 0%u 0? ou
9 20 4 2= 3y =0.
Ox? Oxdy * 0y? + Oz Su=10

Exercice 3.5
Soit 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

Pu g ou 0 ou_
Ox? Oxdy oy  oxr

a) Déterminer si 1’équation est hyperbolique, parabolique ou elliptique.
b) Déterminer les équations caractéristiques de cette équation.
¢) Transformer cette équation dans sa forme canonique.

Exercice 3.6
Considérons 'équation de Black-Scholes

dc  o? , 0% Oc
ar = 27 a5 5 T

ot 7 et 0 sont des constantes, S et 7 sont les variables indépendantes et ¢ = ¢(S, 7) est la variable dépendante.
a) Posons y = In(S). Montrer que ’équation de Black-Scholes est transformée dans la nouvelle EDP &

coefficients constants
Oc o2 9%c o2\ dc
— —rc.
2 ) Oy

o 20p

b) Posons ¢(y,7) = e ""u(y, 7). Montrer que 'EDP de (a) est transformée dans 1’équation de diffusion

ou % d%u < 02> ou
T

or 207\ 2) oy
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CHAPITRE 4

Quelques mots sur les séries de Fourier.

Avant de décrire de quelle facon la théorie des séries de Fourier peut étre utilisée pour résoudre certaines
EDP, nous expliquerons ce qu’est un probleme d’EDP bien posé et nous illustrerons la méthode de séparation
de variables dans le cas de I’équation d’onde. Dans les chapitres suivants, nous appliquerons cette méthode
pour résoudre plusieurs probléemes provenant de la physique. Au départ, notre but est de motiver notre
étude des séries de Fourier. Au prochain chapitre, nous étudierons la convergence de ces séries.

Pour une équation différentielle ordinaire donnée, il existe en général une infinité de solutions. Un
probleme bien posé pour de telles équations consiste souvent en une équation et des conditions initiales
auxquelles la solution recherchée et ses dérivées doivent satisfaire. De facon analogue, un probleme d’EDP
consiste en une équation aux dérivées partielles et des conditions supplémentaires. Ces conditions sont
initiales et/ou & la frontiere. Pour les équations de la physique, ces conditions ont un sens concret. Elles
sont soit le déplacement initial, soit la vitesse initiale ou soit la température aux extrémités, etc.

Hadamard (mathématicien frangais, Versailles 1865 - Paris 1963) a proposé trois conditions pour que
nous puissions dire d’un probleme d’EDP qu’il est bien posé ou encore posé correctement. Il faut
premierement qu’il admette au moins une solution, deuxiemement qu’il n’y ait qu’une seule solution et
troisiemement que celle-ci dépende “contintiment” des données du probleme. Par exemple, le probleme de
la corde vibrante présenté au chapitre 2 est bien posé. C’est ce que la solution de d’Alembert a illustré.
Cependant il est difficile de dire si les conditions initiales et/ou & la frontiére dans un probléme d’EDP sont
appropriées pour faire en sorte que ce dernier soit un probléeme bien posé. Nous considérerons dans ces notes
surtout des problemes bien posés.

Illustrons maintenant la méthode de séparation de variables. Ce que nous cherchons a déterminer en
premier, ce sont des solutions d’un certain type et ensuite nous utilisons (je dirais méme nous abusons) du
principe de superposition pour considérer une solution qui serait la somme de ces solutions spéciales. C’est
la que les séries de Fourier entreront en jeu. Dans cet exemple, nous revenons sur I’équation d’onde, mais
cette fois-ci les extrémités de la corde interviennent dans la situation.

Soit une corde (idéale) de longueur ¢ (¢ > 0) fixée a ses deux extrémités et dont nous connaissons le
déplacement initial f(z) et la vitesse initiale g(z). Nous voulons déterminer le déplacement vertical u(z,t)
de cette corde au point z, (0 < 2 < £) au temps ¢, (¢ > 0). Mathématiquement nous avons ’équation

Pu 0%

a2~ ¢ o2
avec comme conditions initiales:
u(z,0) = f(z) et %(m,O) =g(z) pourtoutz, 0 <z </

et comme conditions a la frontiere:
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout ¢, t > 0.

Nous verrons plus tard que ce probleme est bien posé.

Tllustrons la méthode de séparation de variables pour le probleme ci-dessus. Le but pour l'instant est
d’indiquer pourquoi il nous faudra étudier les séries de Fourier. La premiere étape consiste a étudier un
probléme intermédiaire et de rechercher des solutions u(x,t) de la forme spéciale X (z)T(t) ou X, T sont
respectivement des fonctions de x et de t ayant au moins des dérivées premiéres et secondes continues. La
seconde étape consiste & substituer ces solutions spéciales dans I'EDP et & séparer les variables (si possible).
Dans notre cas, considérons d’abord le probleme intermédiaire suivant:

Pu 0%

o2 "o T
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avec comme conditions a la frontiére:
u(0,) =0 et w(f,t)=0 pour tout t, t > 0.

Nous ne considérons pas dans ce probléme intermédiaire les conditions initiales.

Tl est clair que toute solution recherchée u(z, t) du probleme de la corde vibrante sera aussi une solution de
ce probleme intermédiaire. Cherchons premiérement a déterminer les solutions non triviales de ce probleme
intermédiaire qui seront de la forme spéciale u(x,t) = X (z)T(t). En substituant ceci dans 'EDP, nous
obtenons XT" — c2X"T = 0. Ici X" est la dérivée seconde de X par rapport & z, alors que 7" est la dérivée
seconde de T par rapport a t. Nous pouvons séparer les variables, c’est-a-dire que nous avons 1’équation

X// 1 T//

X a7
Il faut faire attention avec ce raisonnement, car nous divisons par X et par T. Celui-ci est donc valable
seulement sur les intervalles ou X # 0 et T' £ 0. Le terme de gauche de cette équation est une fonction de x
seulement, alors que le terme de droite est une fonction de ¢t seulement. Pour que nous puissons avoir cette
égalité, il faut donc que chacun de ces termes soit constant et nous noterons cette constante par A. De ceci,
nous tirons deux équations différentielles ordinaires:

X" AX =0 et T'-XPT=0.

Il nous faut déterminer A. Il peut y avoir plusieurs constantes possibles ici. Les conditions a la frontiere
signifient que u(0,t) = X(0)T(¢t) = 0 et u(¢,t) = X(£)T'(t) = 0 pour tout ¢ > 0. Comme nous cherchons des
solutions non triviales, nous pouvons alors supposer que T'(t) # 0 pour au moins un ¢ = t;. Sinon dans le cas
ou T'(t) = 0 pour tout ¢ > 0, alors u(x,t) est la solution triviale u(z,t) = X (2)T(t) = 0 pour tout 1 <z < ¢
et t > 0. Conséquemment nous obtenons que X (0)T(tp) =0 = X(0) =0et X({)T(tp) =0= X(¥)=0. 11
nous faut donc résoudre les équations différentielles ordinaires suivantes:

X"-AX=0 (0<z<¢() avec X(0)=0etX(¢)=0;

T - X\*T =0 (t>0);

ou A est une constante.

Ces équations sont bien connus. Ce sont des équations linéaires d’ordre 2 a coefficient constant et il est
facile d’écrire la solution générale pour chacune de ces équations. Déterminons premierement X en étudiant
les solutions générales du probleme suivant pour les différentes possibilités pour A:

X"—AX=0 (0<z</l) avec X(0)=0et X(¢)=0. (éq. [1])

Si A =12 > 0, alors la solution générale de ’équation [1] est de la forme X (z) = Ae™"* + Be"® ol A,
B sont des nombres réels. Mais les conditions X (0) = 0 et X (£) = 0 ont comme conséquence que A+ B =0
et Ae™"* + Be"* = 0. Ce systéme d’équations n’a quune seule solution, la solution triviale (A, B) = (0,0).
En effet, le déterminant

2vd
¢ e _ (1)
evt | = e == # 0.

Sinone?  —1=0 = e =1 = 2v¢=0. Mais ceci est absurde parce que v et £ sont différents de
0. De ceci nous pouvons conclure que

11 A\ (0 A\ (0 o matrice (L1 Cversibl
e_,/g el,g B = 0 = B = 0 car la matrice e_yg eue est 1mversible.

Ainsi dans le cas ou A = v2 > 0, alors X = 0 et u(x,t) = 0 pour tout 0 < x < £ et t > 0. Nous devons donc
exclure le cas A > 0.
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Si A =0, alors la solution générale de ’équation [1] est de la forme X (x) = A+ Bz ot A et B sont des
nombres réels. Mais les conditions X (0) = 0 et X (¢) = 0 ont comme conséquence que A =0 et A+ B¢ = 0.
Comme ci-dessus, ce systéme n’a qu’une seule solution, la solution triviale (A, B) = (0,0), car £ # 0. Ainsi
dans le cas o A = 0, alors X = 0 et u(z,t) = 0 pour tout 0 < z < £ et t > 0. Nous devons donc aussi
exclure le cas A = 0.

Si A = —12 <0, alors la solution générale de 1’équation [1] est de la forme X (z) = A cos(vx) + Bsin(vz)
ou A et B sont des nombres réels. Mais les conditions X (0) = 0 et X(£) = 0 ont comme conséquence que
A =0 et Acos(vl) + Bsin(vf) = 0. Parce que A =0 et que nous ne voulons pas obtenir la solution triviale
X =0, alors nous pouvons supposer que B # 0. Comme B sin(v{) = 0, alors sin(vf) = 0. Conséquemment
vl =nm et A = —(nmw/l)? avec n € Z. Les valeurs )\, = —(nm/f)? sont appelées les valeurs propres et les
fonctions X,,(x) = By, sin(nwz/¢) sont les fonctions caractéristiques du probleme:

X"-2AX =0 (0<x</{) avec X(0)=0et X(¢)=0.

Parce que sin(—x) = — sin(z) pour tout = € R, il suffit donc de considérer les valeurs propres \,, et les fonc-
tions caractéristiques X,, pour n € N, avec n > 0. Si maintenant nous considérons I’équation différentielle
ordinaire 7" — A\c*T = 0 avec (t > 0) pour la valeur propre A = \,, alors T, (t) = C,, cos(cmnt/l) +
D,, sin(cmnt /L) est la forme générale de la solution de cette équation. En combinant tout ceci, nous obtenons
une solution de la forme

o) = X )T (0) =sin (") e cos (7 ) 4 sin (7|

au probleme [1]:
*u  ,0%u
o227
ot? 0x?
Ce probleme est linéaire et homogene. Dans ce cas, le principe de superposition est valable et

ulw,t) = Y una,t) = > sin (“7F) [an cos (cngrt> b s (cngrtﬂ

n>1 n>1

=0 avec u(0,t)=0 et wu(lt)=0 pourtoutt, t>0. (prob. [1])

sera aussi une solution du probléme [1]. Nous avons triché parce que le principe de superposition entraine
qu’'une somme finie de solutions est aussi une solution, alors qu’ici nous sommons une série infinie! Nous
supposerons pour I'instant que ceci ne pose pas une difficulté insurmontable. Il faut aussi se soucier de savoir
si cette série converge. En d’autres mots, est-ce que tout ce qui précede peut étre rendu mathématiquement
correct?

Nous avons donc obtenu une solution formelle au probléme [1]. Il nous reste & expliquer ce qu’il faut
faire pour obtenir une solution au probléme initialement posé:

Pu 0%

o
avec comme conditions initiales:
ou
u(z,0) = f(z) et 5(3070) =g(x) pourtoutz, 0 <z </{

et comme conditions a la frontiere:
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout ¢, t > 0.

1l nous faut seulement considérer les conditions initiales: le déplacement initial et la vitesse initiale. Si nous
considérons la solution formelle obtenue au paragraphe précédent, nous aurons ainsi en posant t = 0 deux
équations
nwx
u(z,0) = Z ap sin (7) = f(z) (déplacement initial)

n>1
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et
@(L 0)= Z (cnl) by, sin (@) = g(x) (vitesse initiale).
1

Cette derniere équation est obtenue en dérivant par rapport a ¢ terme-a-terme la série définissant u(zx, t).
Dans tout ce qui précede, nous n’avons pas fourni un seul argument pour valider nos hypotheses. C’est le
but de ce chapitre. Nous verrons plus tard d’autres exemples de la méthode de séparation de variables.
La legon & retenir pour 'instant est que pour déterminer le déplacement vertical u(x,t) de la corde, il
nous faut exprimer le déplacement initial f(x) et la vitesse initiale g(x) comme des sommes de fonctions
trigonométriques (des fonctions sinus ci-dessus). Ceci est I'un des buts de la théorie des séries de Fourier.
Nous devons aussi traiter des problemes de convergence, de dérivation terme-a-terme de ces séries. Il existe
une théorie mathématique tres importante concernant ces séries. Nous n’allons qu’esquisser celle-ci.

Le cadre général pour la théorie des séries de Fourier est celui de la théorie des fonctions orthogonales.
Nous allons donc commencer par définir ce que nous entendons par ’orthogonalité de fonctions.

Nous dirons d’'une fonction continue ¢(z) sur Uintervalle [a,b] qu’elle est une fonction de poids si
q(z) > 0 pour tout = € [a,b]. Soient des fonctions ¢o(x), P1(x),. .., ¢n(x),... définies sur [a,b] (ot n € N).
Nous dirons que les fonctions de la suite {¢,(x)}, sont orthogonales entre elles par rapport a g(x) sur
Pintervalle [a, b] si et seulement si 'intégrale

b
/ Om(z) on(z) ¢(x) dr =0 pour tout m # n.

Nous dirons aussi que {¢,(x)}, est un systéme orthogonal par rapport & ¢(z) sur [a,b]. Si m = n, nous

dirons que
b
[ [ @) @ dx]

est la norme de ¢,,(z) et nous noterons cette norme par ||d,||.

(1/2)

Noter que fab(¢m(x))2 g(z) dz > 0. Nous supposons en plus que toutes les intégrales ci-dessus sont bien
définies. Ceci est le cas par exemple si les fonctions sont continues sur I'intervalle [a,b]. Nous dirons que
{én(z)}n est un systéme orthonormal sur [a,b] par rapport a ¢(z) si et seulement si

0, sim#mn;
1, sim=n.

b
[ 6nta) onta) ) o= {
Par exemple, 'ensemble {1, cos(x),sin(x), cos(2x),sin(2z), ..., cos(nz),sin(nz) ...} est un systéme or-

thogonale de fonctions sur lintervalle [—m, 7] pour la fonction de poids g(z) = 1. Ce qui nous permet
d’affirmer cela ce sont les calculs suivants.

Sim,n > 1, nous avons

/Tr sin(mz) sin(nzx) dx = /7r cos((m = n)z) — cos((m + n)r) dx

_r - 2
(M Sin((m - Tl)f) — m sin((m -+ n)x) , sim 7é n;
(% o WSID((m—Fn)x) ; Sim:n;
_J0, sim#mn;
T 1w, sim=n.
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Sim,n > 0, nous avons

/7r cos(ma) cos(nz) dx = /7T cos((m = n)z) + cos((m + n)z) dx

—T - 2
<2(mln) sin((m — n)x) + m sin((m + n)x) , sim#n;
- <g23+2(m+n) sin((m +n)x) ) sim=n2>1,
2]% s - sim=n=0;

Sim >0 et n > 1, nous avons

/7r cos(mz) sin(nz) der = /Tr sin((m + n)z) ; sin((m = n)z) dx

—T

E2mﬁwawm+mmt2m;7wmwmm@r{ sim #n,
()

1 S —
5 o cos((m +n)x) , sim=mn

-7
=0.
De ce qui précede, nous avons que ’ensemble
{ 1 cos(z) sin(z) cos(2z) sin(2z) cos(nz) sin(nz) }
P Y R Y RV RV
est un systéme orthonormal sur [, 7].
Pour le reste de ce chapitre, la fonction de poids ¢ sera triviale, i.e. g(x) = 1 pour tout = € [a,b]. Nous

aurons plus tard des situations pour lesquelles la fonction de poids n’est pas triviale, par exemple pour les
fonctions de Bessel.

Nous dirons d’une fonction f(x) définie sur R qu’elle est périodique de période p si et seulement si
f(z +p) = f(z) pour tout z € R. La période p d’une fonction n’est pas unique. En effet, 2p, 3p, ... sont
aussi des périodes de f.

A une fonction f(x) définie sur R, nous voulons associer une série de la forme

M8

s(x) = % + > (a,cos(nx) + by, sin(nx))

Il
-

n

et nous aimerions que la somme de cette série soit égale a f(z) sous de bonnes conditions. Comme la somme
de la série s(x) (si cette somme existe) est périodique de période 27 et que nous aimerions que f(x) soit
égale & s(x), alors f(x) doit nécessairement périodique de période 27. Si

(an cos(nz) + by, sin(na)),

NE

@)=+

Il
_

n

alors en intégrant terme-a-terme nous obtenons les équations

aw== [ fa)dr,
™ —T

ap = 1 f(z) cos(nz) de, sin>1 (éq. [2])
™ —T

by, = 1 f(z) sin(nz) de sin>1
7r

—T
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Noter que dans les formules ci-dessus, il suffit de connaitre f(x) seulement sur I'intervalle [—, 7] pour
déterminer les coefficients a,, (n > 0) et b, (n > 1).
Soit une fonction f(x) intégrable sur 'intervalle [—m, 7]. Nous définissons la série de Fourier de f(z)
comme étant la série
a
Jr

?0 (@, cos(nx) + by, sin(nx))

&MS

dont les coefficients a,, (n > 0) et b, (n > ) sont obtenus des équations [2].
Nlustrons ceci dans un exemple. Soit f(z) = z + 2% sur lintervalle [—, 7], alors

1 (" 1 (" 1 /22 2377 272
ap = — 7ﬂf(as)dx:;/ (era:Q)dxw(erg}_ﬂﬂ;

an = 71r/: f(z) cos(nzx) dx = i/:(x + %) cos(nzx) dx
= % { ((x * x?lsin(nx)}i — /Tr (1 +2z)sin(nz) 2x2lsin(nx) d:r} = % /_7;(1 + 2z) sin(nz) d
—1{( (1+2x)cosnm} +/7r 2 cos( }
ni{( (1+2:2)cosnx} +(2 } dx}
_ 4cos nm) _ 4(-1)"

et
by, = i/: f(z)sin(nzx) dz = 717/7;(% + 2?%) sin(nzx) da
_ % { (—(x + a:il) cos(nx)r . /_ﬂ 1+ ZxZLcos(nx) dx}

= % { ( —(z —5—962)(:08(71:5)K7r + ((1 + 29737)181[1 nx } /7T 2sin(n }
:T;{<—(x+x2)008(nx)};+((1+2mzlsm o } +<2 ] }

—2cos(nw)  2(—1)"*t!

n n

Donc la série de Fourier de f(x) est

3 [(AEE st + (20 s

n=1
Nous allons aussi considérer les séries de Fourier des fonctions paires et impaires.

Nous dirons qu’une fonction f(x) est paire (respectivement impaire) si et seulement si f(—xz) = f(z)

(respectivement f(—x) = —f(x)) pour tout z. Par exemple, f(z) = 22, cos(x) sont des fonctions paires et
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f(z) = z, sin(x) sont des fonctions impaires. La fonction f(z) est paire si son graphe est symétrique par
rapport a ’axe des y, alors qu’elle est impaire si son graphe est symétrique par rapport a ’origine.

Lemme 1 (a) Si f(z) est une fonction paire, alors sa série de Fourier est
a > 2 [T
24 Z an cos(nz) avec ap = 7/ f(x) cos(nz) de pour n > 0.
2 = T Jo

Entre autres, tous les coefficients b,, sont nuls pour n > 1.
(b) Si f(x) est une fonction impaire, alors sa série de Fourier est

oo 2 T

E by sin(nxz) avec b, = f/ f(z) sin(nz) de  pour n > 1.
T Jo

n=1

Entre autres, tous les coefficients a,, sont nuls pour n > 0.

Preuve: Notons premiérement que si g(x) est une fonction paire, alors

/’;g@:) dx_z/()”g<x> dz.

En effet

/7T g(z) de = /0 g(x) dx—&—/oﬂg(x) dx = /7r0g(—y) (—1)dy+/0ﬂg(x) dr en posant y = —x et dy = —du.

/_:g(x) dxz/oﬂg(y) dy—i—/oﬂg(x) dm=2/07rg(x) da,

car g(—y) = g(y), étant donné que la fonction g est paire.
Nous devons aussi noter que si g(x) est une fonction impaire, alors

/:g(z) dx = 0.

Donc

En effet

/7r g(z) doe = /O g(z) dx—&—/oﬂg(x) dx = /ﬂog(—y) (—1)dy+/0ﬂg(x) dr en posant y = —x et dy = —du.

/_7;9(96) dx:/oﬂ —9(y) le—/Owg(x) d =0,

car g(—y) = —g(y), étant donné que la fonction g est impaire.
(a) Si f(z) est paire, alors f(x)cos(nz) est aussi une fonction paire et f(x)sin(nz) est une fonction
impaire. En utilisant les remarques ci-dessus, nous obtenons que

Donc

T 2 us 1 s
an = — f(z) cos(nx) de = f/ f(z)cos(nx) de et b, =— f(z)sin(nz) de = 0.
L ™ 0 T™J -7
Ceci compléte la preuve de (a).
(b) Si f(x) est impaire, alors f(x) cos(nx) est aussi une fonction impaire et f(x)sin(nz) est une fonction

paire. En utilisant les remarques ci-dessus, nous obtenons que

an = —| i f(z)cos(nz) dr =0 et b, = 1 i f(z)sin(nz) de = %/ﬂ f(z)sin(nz) dx.
0

T ) _x T J -7
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Ceci compléte la preuve de (b). o
Soit une fonction f(z) définie sur 'intervalle [0, 7]. Nous définissons sa série de Fourier paire comme
la série

o0
a 2 [T
=+ Z an cos(nx)  avec a, = 7/ f(z) cos(nz) dr  pour n > 0.
2 el m™Jo
Ceci est la série de Fourier de la fonction paire fpaive(z) définie par

) — f(q;)7 sixz € [0771-];
fpalre( ) {f(x), six € [*ﬂaO]'

Nous définissons sa série de Fourier impaire comme la série
o0 2 T
g by sin(nx) avec b, = 7/ f(z) sin(nz) de  pour n > 1.
T Jo
n=1

Ceci est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire(z) définie par

f(w)v SiiL’G}O,’/T};
fimpaire(x) = 07 six = 07
—f(-z), size[-m0[

Pour conclure ce chapitre, il existe aussi une autre fagon d’écrire les séries de Fourier. Rappelons que
si i =+/—1, alors "* = cos(«) + isin(«). De ceci, nous pouvons écrire les fonctions trigonométriques cos(x)
et sin(z) en fonction de €**. Plus précisément,

T —iT T —iT
e’ +e . e’ —e
cos(x) = —— et sin(z)= ——
2 24
En substituant ces expressions dans la série de Fourier d’un fonction f(z) définie sur [—, ], nous obtenons
sa série de Fourier complexe:

1

oo
E cpe™*  avec ¢, = —
2

n=—oo

f(x) e™™* da.

Exercice 4.1

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer si elles sont paires, impaires ou ni pair, ni impair.
a) x + 222 4 323, b) 2% + 5a?, c) z?sin(z),

d) x2e®, e) sinh(z) = (e* —e™%)/2.

Exercice 4.2

Montrer que les fonctions suivantes: 1, z et (3x% — 1)/2 sont orthogonales entre elles sur I'intervalle fermé
[—1, 1] pour la fonction de poids g(x) = 1 pour tout = € [—1,1].

Exercice 4.3
Trouver la série de Fourier de chacune des fonctions suivantes:

z, si—m<x<0; 1, si-m<a<0;
a) fla) = c, si0l<z<m ’ b) f(z) = 22, si0<z<m ’
¢) f(x) =z +sin(x) si —7 < x < m; d) f(e)=1+axsi —7m<zx<m
e) fx)=e"si —m <z <m; f) f@)=1+z+a?si—n<z<n
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Exercice 4.4
Montrer que si f(x) est intégrable et périodique de période p, alors nous avons

a+p b+p
/ f@yde= [ f(2) de

b

quels que soient les nombres réels a et b.

Exercice 4.5
Déterminer la série de Fourier impaire des fonctions suivantes sur I'intervalle [0, 7]:
1, si0<az<(7/2);
— 2 _ ) = )
2 @) = a2, 0 f@)={y 5 (=

Exercice 4.6
Déterminer la série de Fourier paire des fonctions suivantes sur l'intervalle [0, 7]:

a) f(z) =2, b) f(z) = sin(2x),

Exercice 4.7

Déterminer la série complexe de Fourier des fonctions suivantes sur l'intervalle [—, 7]:

0, si—7<x<O0;
_ 3z = ’ - ’
a) f(z) = €%, b)f(x)—{L S0<z<m,
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CHAPITRE 5
Convergence des séries de Fourier.

Nous avons vu au chapitre 4 qu’il est nécessaire d’étudier la convergence des séries de Fourier pour
résoudre certains problemes d’EDP. Nous présenterons dans ce chapitre les résultats les plus importants
concernant la convergence de ces séries.

Soient une fonction f(x) définie et intégrable sur l'intervalle [—m, 7] et sa série de Fourier

o0
?0 Z ap, cos(nz) + by, sin(nz)) .
Nous voulons répondre aux questions suivantes:
1) Est-ce que la série de Fourier de f(z) converge? Si oui, vers quelle valeur converge-t-elle?
2) Pouvons-nous dériver terme-a-terme la série de Fourier de f(z)? Si oui, est-ce que la série de Fourier
obtenue est la série de f’(z), la dérivée de f(x)? (Nous supposons que f(z) est dérivable.)

La théorie a débuté avec les travaux de Joseph Fourier (mathématicien et physicien frangais, Auxerre,
1768 - Paris, 1830) sur la chaleur. Lejeune-Dirichlet (mathématicien allemand, Diiren, Prusse Rhénane,
1805 - Gottingen, 1850) a étudié la convergence des séries de Fourier de fagon rigoureuse afin de justifier les
résultats de Fourier.

Nous dirons qu’une fonction f(z) est lisse par morceaux sur intervalle [a,b] si et seulement si
I'intervalle peut étre subdivisé en m sous-intervalles [z;, z;4+1], ot ¢ =0,1,2,...,(m—1), avec a = z¢ < 21 <
xg < ...< Ty = b tels que la fonction f(x) et sa dérivée f’(x) sont continues sur chacun des sous-intervalles
ouverts |x;, x;+1[ et que les limites & gauche (respectivement & droite) de f(z) et f/(x) aux points x; pour
1 =1,2,...,m (respectivement pour i = 0,1,2,...,(m — 1)) existent.

Considérons la fonction f(x) = ¢/z sur intervalle [~1,1]. Alors f'(x) = (1/3)z=2/3 si x # 0 et n’existe
pas & = 0. Comme les limites & gauche et & droite de f’(x) = (1/3)z~2/3 n’existent pas & = = 0, alors f()
n’est pas lisse par morceaux sur [—1, 1].

Soit une fonction f(x) définie sur Uintervalle [—7, 7]. Son prolongement périodique f :R — R de
période 27 est la fonction définie par

= (z), si—Tt<z<m e keI
f(“%”):{(f( D)4 f())2, siz=-ma et kel

Nous avons tracé i la figure [1] le graphe de f(z) dans le cas de la fonction

f(x){o, s%—nggo;

z, si0<z<m.

fo
1
-4 -3n -2n -1 ' 11 2% 3n 4m X>
Figure [1]
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Soient une fonction g : I — R, ou I est un intervalle contenu dans R, et un point xy & 'intérieur
de I. Alors nous noterons la limite & droite (respectivement & gauche) de g au point xg par g(xo+)
(respectivement g(xg—)), i.e.

g(wo+) = lim g(z) et g(zo—) = lim g(z)

z>z( z<z(

si ces limites existent.

Théoréme 1 Soient f : [-m, 7] — R, une fonction définie et intégrable sur l'intervalle [—m, 7] et sa
série de Fourier

0
5 z_: an, cos(nx) + by, sin(nzx))
1
do = — f(x)
1 .
avec Op = — f(z) cos(nz) de, sin>1;
7r
1 (7 . .
by, = — f(x) sin(nz) de  sin> 1.
™ —T

Si f est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f converge pour tout o € R et nous avons

flzo+) ‘; flzo—) ?0 Z (an cos(nzg) + by sin(nzg))  pour tout xg € R,

ol f est le prolongement périodique de f de période 2w. En particulier, si f est continue au point xq, alors

?0 Z: ay, cos(nxzo) + by, sin(nx)).

Avant d’esquisser la preuve de ce théoréme, nous allons illustrer celui-ci dans un exemple. Si f(z) est
définie par
0, si(n/2)<a<m
flx)y=1<1, si0 <z < (n/2);
—x, si—-nT<x<O0;

alors f est lisse par morceaux et conséquemment la série de Fourier de f converge. La série de Fourier de

f(x) est

oo

(7 + 1) Z < "+ "Sm("ﬂﬂ)) cos(nz) + ((—1)"77 i COS(MT/Q)) sin(na).

n27r nmw

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. Nous avons tracé le graphe de la somme de cette série de
Fourier a la figure [2]. Cette somme s(x) est I'unique fonction périodique de période 2 telle que

0, si(m/2) < <
; 1, si0<x<(m/2);
s(x):%: —z, si—m <x <0
(1/2), siax=0,(xw/2);
(r/2), sixz=—m,m.
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o0 o0
>
-21 T 21 X

Figure [2]

Il nous faut pour démontrer le théoreme 1 plusieurs résultats préliminaires. Nous allons premierement
présenter ces résultats pour ensuite esquisser la preuve du théoreme 1.

Le premier résultat est le
Lemme de Riemann-Lebesgue Soit une fonction g(z) intégrable sur Uintervalle [—m, 7r]. Alors

K

lim g(x)sin(ax + ) dr =0, VGeR.

Preuve: Considérons premierement le cas des fonctions caractéristiques pour un sous-intervalle. FEn
d’autres mots, supposons que
1, sta<z <Y
g(x) = :
0, sinon
avec —m < a < b < 7, alors, pour a > 0, nous avons

_ |(—cos(ax+ﬂ)]b

[e%

T b
‘/ g(x)sin(ax + B) dz| = / sin(ax + 8) dx =

_ ‘ — cos(ab + ) + cos(aa + [3)

a «

_ | = cos(ab+ B)| + |cos(aa + ) _ 2
- « T«
en utilisant I'inégalité du triangle et le fait que | cos(#)| < 1 pour tout 8. Donc pour la fonction g(x) ci-dessus,

nous obtenons .

lim g(x)sin(ax + ) dr =0, VBeR

parce que lim,—, o (2/a) = 0.

Si g est une fonction étagée, i.e. nous pouvons subdiviser I'intervalle [—7, 7] en un nombre fini de sous-
intervalles [x;, z;41] ol —m = g < o1 < T2 < ... < X, = 7 tels que g est une fonction constante sur chaque
intervalle ouvert |x;, z;4+1[ pour tout ¢ = 0,1,...,(m — 1), alors

s

lim g(x)sin(ax + ) de =0, VG eR.
a—oo J_

En effet g(x) est une combinaison linéaire des fonctions caractéristiques des sous-intervalles [x;, z;41]. Par
la linéarité de l'intégrale et parce que le lemme de Riemann-Lebesgue est vérifié pour les fonctions car-
actéristiques, alors le lemme de Riemann-Lebesgue est aussi vérifié pour les fonctions étagées.

Pour terminer la preuve, il faut noter qu’étant donné e > 0, il existe une fonction étagée h(z) sur [—m, 7]
telle que

/_: l9(x) — h(z)| do < %

Parce que le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour h(z), alors il existe un nombre réel M tel que

a>M = ‘ h(z)sin(ax + B) dx <§.
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Conséquemment pour o > M, nous avons

'/_: g(x)sin(ax + §) dx

= '/_:(g(x) — h(x))sin(ax + §) dx + /7r h(z)sin(ax + 5) dx

—T

'/W x))sin(ax + §) dz| +

f.
<[

De ceci, nous pouvons conclure que le lemme de Riemann-Lebesgue est vérifié pour toute fonction g(x)
intégrable sur [—,7]. o

Une intégrale de la forme
§ .
/ o) sin(ax) i
0 X

est une intégrale de Dirichlet. Il nous faut aussi étudier ces intégrales.
Proposition 1 Soit g(x), une fonction lisse par morceaux sur l'intervalle [0, 4], ot 6 > 0. Alors

.2 o . sin(ar) .
lim /o g( )730 dx = g(0+).

‘/ x)sin(az + §) dzx

(g9(z) — h(z)) sin(ax + 6 dx + ‘/ﬂ ) sin(azx + B) dx

<§+§:€-

(g(x) — h(x)) dz + ‘/ h(zx)sin(ax 4+ §) dx

Preuve: Si a > 0 et si 0 < h < 6, alors nous avons

0 . sin(ax) . h o) — sin(ax) . h sin(ax) . 0 - sin(ax) .
[ ot = o= [Cg(e) - g00) T o+ [ g00) D o+ [ ga) T g

X

Considérons chacune de ces intégrales lorsque @ — oo. Commengons par la derniere intégrale. Comme
g(x)/x est une fonction intégrable sur [h, d], alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons que

lim J g(z) sin(ax)

a—oo [p x

=0.

Pour la deuxieme intégrale, nous avons

h sin(ax) B o sin(y) B  sin(y)
| 00 = e = g04) [ S 1) dy = gt0) [ = ay

en posant y = ax et dy = a dr. Donc

h
lim g(0+)

a— 00 0

sin(ax)

dz = g(0+) /O h Siny(y) dy = g(0+) g

11 faut savoir que I'intégrale impropre fooo(sin(y)/y) dy = 7/2.
Il nous reste a considérer la premiere intégrale. Nous voulons montrer que

h

lim [ (g(x) — g(0+))

a—00 0

sin(ax) dr =0

pour un certain h, 0 < h < §. S’il existe un nombre réel k > 0 tel que ¢'(x) = 0 pour tout x < k, alors g(z)
est une fonction constante si z < k et g(x) — g(0+) = 0 pour tout x < k. En prenant h = k, nous obtenons

sin(ax) sin(ax) dr— 0

a— 00

h h
/ (9(z) — 9(04)) dr=0 et lim / (9(z) — 9(04))
0 0
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Donc nous pouvons supposer qu’il existe un nombre réel k > 0 tel que, soit ¢’(z) > 0 pour tout = < k, soit
¢'(z) < 0 pour tout = < k. Dans le cas ol ¢’(z) < 0 pour tout z < k, alors en remplacant g(x) par —g(z),
nous pouvons nous ramener au cas ol ¢'(z) > 0 pour tout < k. Nous allons donc supposer qu’il existe
un nombre réel k > 0 tel que ¢’(x) > 0 pour tout < k. En d’autres mots, g est une fonction strictement
croissante sur l'intervalle [0, k]. Prenons h = k ci-dessus. Dans ce cas, la fonction x — (g(z) — g(0+)) est
croissante sur [0, 4], 0 < g(z) —g(0+) < g(h) — g(0+). Dans cette situation, il existe un nombre réel ¢ € [0, h]
tel que

" sin(az)

h .
/ (9(z) — 9(0+)) iz,

0

dx = (g(h) — 9(0+)) /

Ceci est le théoreme de Bonnet. Nous allons supposer ce résultat. Comme la fonction « — 2! est intégrable
sur [c, h], alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

h -
lim / sin(az) dr = 0.
c T

a— 00

Donc .
. sin(ax
lim (g(x) — g(0+)) sinaz) dx = 0.
Ceci complete la preuve de la proposition 1. D

Nous allons maintenant étudier les sommes partielles

su() = 5+ D (a cos(j) + by sin(jz))

de la série de Fourier de f(x). Rappelons que nous avons la formule suivante:

Lo sin((n + (1/2)2) |
=- 4 Zcos(jx) _ { S5 (z/2) , sixz#2mm pour tout m € Z;
2z n+ (1/2), six=2mm  pour un m € Z.

En effet, si = 2mm pour un m € Z, alors cos(jx) = cos(j2mm) = 1 pour tout j et nous obtenons que
D, (z) =n+ (1/2). Si & # 2mz pour tout m € Z, il nous faut montrer que

sin((n + (1/2))x)
2sin(x/2)

D, (z) =
Nous savons que cos(f) = (e?? +e~%)/2 ot i = /—1. Donc

N gije + 671]1 " eidT 4 g—ije 1
Z JZ::O 2 2
( Z(n+1)cc _ 1 (efi(nJrl)a: _ 1) 1>
(ef* — 1) (e7iz — 1)
piln+)z _ | 1 — e—ilnt1)z

(ezz/Z eiz/2 — g—ia/2) + e—ia/2 (gie/2 — g—iw/2) 1)
(ent(/2)e _ o=ilnt(1/2)2)  gin((n + (1/2))z)

(eix/2 — e—iz/2) T 2sin(z/2)

D, (x)

l\D\»—t

N—= N~ N

Proposition 2 Soient f(z), une fonction définie et intégrable sur Uintervalle [—7, 7| et sa série de
Fourier

% Z: ap cos(nx) + by, sin(nzx)).

43



Si s, (z) est la n-iéme somme partielle de cette série, i.e.

sn(x) = % + Z(aj cos(jx) + b; sin(jz)),

alors

Preuve: Nous allons remplacer les coefficients de Fourier ag, a; et b; par leurs expressions en terme
0, &j J
d’intégrales.

sp(1) = % < 7; £(1) dt> + Z;: [; ( 7; F(t) cos(jt) dt) cos(jz) +% ( 7; £(t) sin(jt) dt> sin(j:c)}

_! / " 5+ D cos(jt) cos(jie) + sin(jt) sin(j) | e

—r =1

:l/Tr f@) %—&—Zcos(j(f—x)) dt.

™

En utilisant le prolongement périodique f de f et la substitution y =t — x et dy = dt, nous obtenons

s@ =3 [ e | G4 costiv) | dy=2 [ Fu+a) Da) do
i=1 -

—T—X

Nous avons aussi utilisé le fait que y — f (y + ) D, (y) est périodique de période 27 et Pexercice 4.4 du
chapitre précédente. Nous avons que

0 g
salw) =+ [ Fus0) Dutw) du+ [ Flu o) Do) ay

—T

1[0 1 [" -
— 2 [ Fesra) Duen) (s 1 [ ) Day) dy
iy 0
en posant z = —y et dz = —dy. Parce que D,, est une fonction paire, i.e. D,,(—z) = D,(z), nous obtenons
donc que

L [T : 2 M fa+t)+ fl@—1)
sn(x)—f/o (f(x+t)+f(m—t))Dn(t)dt—f/o ( : )Dn(t) dt.

™

La preuve de la proposition 2 est maintenant terminée. a)
Preuve du théoréme I: Nous voulons calculer la limite des sommes partielles s, (z) pour z = 5. A
cause de la proposition 2, nous avons

lim Sn(xo) = lim 2AW (]?(:L‘o—‘rt)';f(xo—t)) Dn(t) dt

n—oo n—oo

2 [T flawo+t)+ fzo— 1) sin((n+ (1/2))t)
= Jim 7/0 < 2 ) 2sin(t/2) dt.
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Cette intégrale n’est pas tout a fait une intégrale de Dirichlet, mais nous pouvons la relier & une intégrale
de Dirichlet. II est possible de montrer que la fonction g(t) définie par

1 1 ; .
g(t) = (t QSin(t/2)> , si0<ism
0, sit=0;

est continue sur lintervalle [0,7]. La seule difficulté est de vérifier la continuité & ¢ = 0. Mais il suffit
d’utiliser la regle de I’'Hopital plusieurs fois pour montrer que

(2sin(t/2) — t)

lim g(t) = i =0 = g(0).
lim g(t) = /) 9(0)
t>0 t>0

En utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

.2 ("/1 1 flxo+1t)+ flwg—1) . _
nhféo}/o <t - 251n(t/2)> s+ (1/2)) de =0

Conséquemment

g onlo0) = T o 2 ; 2

2 /’r flwo+0) + flo — 1) | sin((n + (1/2))t) . _ flzot) + f(z0-)
0
par la proposition 1. Ainsi le théoréme 1 est démontré. D
Nous avons ainsi donné une réponse partielle a la premiere question concernant la convergence, a savoir
des conditions suffisantes pour que la série de Fourier de f(x) converge vers f(z). Il existe des résultats plus
généraux sur la convergence. Par exemple, le théoreme 1 est valable pour des fonctions plus générales que
seulement les fonctions lisses par morceaux. Mais aussi il est possible de considérer une généralisation de la
convergence. Nous allons énoncer sans le démontrer un résultat de Fejér généralisant notre théoreme 1.
Nous dirons qu’une série Zf;l v, converge au sens de Cesaro si les moyennes arithmétiques des
sommes partielles convergent, plus précisément si s, = 2?21 v, est la n-iéme somme partielle et
(81 +52+...8n)
n

Onp —

est la moyenne arithmétique des n premieres sommes partielles, alors nous dirons que la série converge au
sens de Cesaro si la suite {0, }22; converge.

Il est possible de montrer que si une série Y - | v, converge vers v, alors elle convergera aussi au sens
de Cesaro vers v. Mais la réciproque est fausse. Par exemple, considérons la série > >  (—1)". Celle-ci
diverge, mais, au sens de Cesaro, elle converge vers 1/2.

La généralisation de Fejér du théoreme 1 est

Théoreme de Fejér Soit f(z) une fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur Uintervalle [—, 7].
Alors la série de Fourier de f(x) converge au sens de Cesaro vers (f(zo+) 4 f(x0—))/2 au point z = x( pour
tout ¢ € R.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme. Il est facile de trouver une preuve dans un bon livre d’analyse
mathématique, par exemple dans [R.Godement, Analyse mathématique 11, Springer-Verlag Berlin Heidelberg
New York 1998]. Nous allons maintenant étudier sous quelles conditions nous pouvons dériver terme-a-terme
la série de Fourier de f(x).

Considérons premierement un exemple pour illustrer que nous ne pouvons pas toujours dériver terme-a-
terme. Soit la fonction f(x) = x définie sur Pintervalle [—m, 7]. Alors nous obtenons que sa série de Fourier

(2 sy

45



Si nous considérons la série obtenue en dérivant terme-a-terme, alors nous obtenons
oo
E 2 (=1)"* cos(nz).
n=1

Mais cette série n’est pas la série de Fourier de f’(x) = 1. De plus cette série diverge pour certaines valeurs
de x, par exemple pour z = mm ou m € Z. Une des raisons qui fait que nous n’obtenons pas la série de
Fourier de f'(x) dans 'exemple précédent est que f(w) # f(—m). La proposition suivante indique la relation
entre la série de Fourier de f(x) et celle de f/(z).

Proposition 2 Soient f(z), une fonction définie et dérivable sur I'intervalle [—7, 7] et sa série de Fourier

(an cos(nz) + by, sin(nx)).

n=1

il
2

Alors la série de Fourier de f'(x) est

™

U e 5 Knb TG G (‘”)> cos(nz) — nay sin(nz)

n=1

En particulier si f(w) = f(—m), alors la série de Fourier de f'(z) est obtenue de celle de f(z) en dérivant
terme-a-terme.

Preuve: Nous calculons les coefficients de la série de Fourier de f/(z) en intégrant par parties. Notons
la série de Fourier de f/(z) par

AO Z A, cos(nz) + By sin(n)).
Alors
AO — % i f/( ) % (f(.’l)) ]7:7T — (f(ﬂ-) _Trf(_ﬂ-))
Sin > 1, alors
An = % j f'(x) cos(nz) de = % {(f(x) cos(nx)]” . + /j nf(z) sin(nx) dx} = (_1)n(f(72 = /(=m) +nby,
et L g ) i
B, = = f'(z)sin(nz) dx = . [(f(x) sin(nax)]” —[ nf(x)cos(nx) da:] = —nan,.

Donc la série de Fourier de f/(z) est

L + Z Knb LD - f HT)) cos(n) — nan sin(nm)] .

™

Si f(mw) = f(—m), alors nous obtenons que la série de Fourier de f’(z) est

o0
Z nb,, cos(nz) — na, sin(nx)
n=1
qui est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-a-terme. o

Nous allons maintenant énoncer des conditions suffisantes qui nous permettent de dériver terme-a-terme
la série de Fourier de f(x) pour obtenir la série de Fourier de f’(x) et aussi de déterminer vers quelle valeur
cette série converge.
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Théoréme 2 Soient f(z), une fonction dérivable sur [—,7] et f(x) son prolongement périodique de
période 27. Si f(z) est continue sur R et si f/(z) est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f'(x)
est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-a-terme et cette série converge vers (f/(xo+) + f/(zo—))/2 ou
f’ est le prolongement périodique de f” de période 2w. En d’autres mots, si

o0
% Z an, cos(nx) + by, sin(nzx))
n=1
est la série de Fourier de f(x), alors
oo
Z (nby, cos(nzx) — nay, sin(nx))
n=1

est la série de Fourier de f/(x) et

nby, cos(nxg) — na, sin(nxg)).

(f'(zo+) ‘; f'(xo— i

Preuve: A cause de la proposition précédente, la série de Fourier de f’ (z) est obtenue de celle de f(x)
en dérivant terme-a-terme si f(7) = f(—=). Il suffit donc de vérifier que f(m) = f(—m). Parce que f est
dérivable sur [—7, 7| et f est continue, alors

f(m) = f(r—) = lim f(z) = lim f(z) = lim f(z) = f((=m)+) = f(-n).

Parce que f’(x) est lisse par morceaux et par le théoreéme 1, alors la série de Fourier de f’(x) converge
vers

F'@ot) + [/ (o)
2
a x = xg pour tout zg € R. D
Nous allons maintenant conclure ce chapitre en indiquant qu’il est aussi possible de considérer des
fonctions f(x) définies sur l'intervalle [—¢,¢] ott £ > 0 plutdét que juste sur Uintervalle [—m, 7]. Dans ce qui

suivra, ¢ sera un nombre réel positif > 0.
Soit une fonction définie et intégrable sur 'intervalle [—¢, ¢]. Nous définissons la série de Fourier de

f(x) comme étant la série
% i {ancos( )—l—b sm(m;x)}

S TRCE

avec Gpn = 7 /—e f(z) cos (?) dx, pourn > 1;

¢
by, = %/_z f(z) sin (?) dx, pourn > 1.

Les théoremes 1 et 2 ont leurs équivalents dans cette situation.
Théoréme 1’ Soient f : [—¢,¢] — R, une fonction définie et intégrable sur l'intervalle [—¢, {] et sa série

de Fourier .
% g [ancos< ) + by, sm(m;x)}
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—z/if(m) dx

1
avec ay = Z/ f(z) cos @) dxr, pourn >1;

nzg/ f(z Sln ) dx, pourn > 1.

Si f est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f converge pour tout zo € R et
fl@ot) + flzo—) a0 | ~ { ( ) . /nTTg
=5+ [ bosin ()
EZ: Qp, COS + by, SIn 7

2 2
ol f est le prolongement périodique de f de période 2¢, c’est-a-dire

7 _J f(=), si—l<z<l et keZ;
f(HW)_{(f(—4)+f(e))/2, siz=—0,0 et keZ

En particulier, si f est continue au point xg, alors

o0
= aQ—O + Z {an cos (mrgxo

n=1

)b (772)]

Théoréme 2’ Soient f(z), une fonction dérivable sur l'intervalle [—¢,¢] et f(z) son prolongement
périodique de période 2¢. Si f () est continue sur R et si f'(x) est lisse par morceaux sur [—/, ¢], alors la
série de Fourier de f’(z) est obtenue de celle de f(z) en dérivant terme-a-terme et cette série converge vers
(f'(zo+) + f'(x0—))/2 ot f’ est le prolongement périodique de f’ de période 2¢. En d’autres mots, si

?0 i [ancos( )—i—b sm(m;xﬂ

est la série de Fourier de f(x)

1/t
aw=13 / f(x) da:
CJ e
avec an = 1/4 f(x) cos (m) dx our n > 1;
n — [ 72 g 9 p — )
b —1/€ f(x) sin(@) dx our n > 1;
n — g s E b p = Y

alors

(e (757) - (7)o ()]

n
est la série de Fourier de f/(z) et

(f'(xo+) -QF F(x0-)) _ i [(nbgw) cos (mre:co) B (naénr) ‘n (m;xo)] .

n=1

—

Preuve des théorémes 1’7 et 2”2 Nous pouvons démontrer les deux théoremes précédents en considérant
la fonction (de y au lieu de z) y — g(y) = f(¢y/m) définie sur l'intervalle [—m, w]. Si nous notons la série de
Fourier de g(y) par

AO + Z (A, cos(ny) + By, sin(ny))

n=1
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1 T

Ag = — dy;

0= [Wg(y) v
1 [7 .
avec A, = ;/ g(y) cos(ny) dy, sin>1;

1 (7 . .

B, = —/ g(y) sin(ny) dy sin>1;
ﬂ- —T

et

| &
+
ot

{an cos (?) + b, sin (?)} ,
= [ g

avec ay, = f/ f(z) cos @) dxr, pourn >1;

la série de Fourier de f(x)

by, E/ f(zx bln ) dx, pourn > 1,

alors Ay = ag, A, = a, et B, = b, pour tout n > 1. En effet, il suffit de considérer la substitution x = fy /=
et do = (¢/7)dy, alors

Aoz%/ﬂg(y) dy:i/_:f(i‘f) dy:i/if(fv)(g)dw=ao,

A, = %/W g(y) cos(ny) dy = %/j f (izr/) cos(ny) / f(z cos ) (%) dr = ay,

™

B, = %/W g(y) sin(ny) dy = %/ﬂ f (éf) sin(ny) / f(z sin nmc) (%) dx = by,.

Si f est lisse par morceaux sur 'intervalle [—¢, ¢], alors g est lisse par morceaux sur [—m, 7]. En utilisant le
théoréme 1 pour la fonction g(y), nous obtenons que la série de Fourier de g(y) converge pour tout yo € R
et

¢ ¢ o
(9(yo+) —;g(yo—)) _ (f (%Jr) ;rf <%_)) _ % n Z(An cos(nyo) + B sin(nyo)).

Mais en posant z¢g = (fyo/7) et parce que Ay = ag, A, = a, et B, = b, pour tout n > 1 nous obtenons que
la série de Fourier de f(x) converge pour tout zo € R et

rs rs o0

fleoth 100 8015 oveon (2) 40 (5)]
Ceci complete la preuve du théoreme 1°.

Si f(x) est dérivable sur [/, /], alors g(y) est dérivable sur [—7, 7] et ¢'(y) = (¢/m) f'(fy/m) par la

regle de chaines. Si le prolongement périodique f de f de période 2¢ est continu, alors nous aurons que le
prolongement périodique g de g de période 27 est aussi continu. Nous pouvons donc utiliser le théoreme 2

et la série de Fourier de ¢'(y) est obtenu de celle de g(y) en dérivant terme-a-terme, i.e. la série de Fourier
de ¢'(y) = (¢/7) f'(Ly/7) (avec les notations ci-dessus) est

o0

Z(an cos(ny) — nA, sin(ny)).

n=1
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En utilisant la substitution z = (¢y/7) et parce que A,, = a, et B, = b, pour n > 1, nous obtenons que la
série de Fourier de f'(z) est

Z;_O:l {nbn cos (L7;c> — na, sin (?)} .

Ceci est la série obtenue de la série de Fourier de f(x) en dérivant terme-a-terme. Nous obtenons de la
méme fagon la convergence et vers quelle valeur cette série de Fourier converge. Ceci complete la preuve du
théoreme 2’. al

Soit une fonction f(z) définie sur U'intervalle [0, £]. Nous définissons sa série de Fourier paire comme
la série

o0 ¢
ag nwT 2 nmT
5 + ,;:1 ap, COS (7) avec a, = Z/o f(x) cos (7) dxr pour n > 0.
Ceci est la série de Fourier de la fonction paire fpaive(x) définie par

[ f(x), size0,4];
Jpaire(7) = {f(—x)’ si x € [—£,0].

Nous définissons sa série de Fourier impaire comme la série
= nwT 2 [* nwT
an sin (7) avec b, = Z/ f(x) sin <7> dx pourn > 1.
n=1 0

Ceci est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire() définie par

f(x)v SiI’E}O,’/T};
fimpaire(x) = 07 six = 07
—f(=z), size[-m0[

Pour ce qui est de la convergence de ces séries de Fourier paire et impaire, il suffit d’utiliser les théoremes 1’
et 2’ pour les fonctions fpaire(2) €t fimpaire(z) selon que nous considérons la série paire ou la série impaire.

Exercice 5.1
Déterminer vers quelles valeurs chacune des séries de Fourier des numéros 4.5 et 4.6 convergent ponctuelle-
ment pour les valeurs de x suivantes: —m, —(7/2), 0, (7/2), .

Exercice 5.2
a) Calculer la série de Fourier de la fonction f(z) = 2% définie sur I'intervalle [—m, 7).
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour montrer que > -, n~? = 72/6.

Exercice 5.3
a) Calculer la série de Fourier de la fonction f(z) = z* définie sur I'intervalle [—, ).
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour montrer que > - n~% = 74/90.

Exercice 5.4
Trouver la série de Fourier de la fonction f(x) définie sur l'intervalle [—1, 1] si:

8) f(x) = cos(x), b) f(z) = sin(x), ¢) flz) = e,
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Exercice 5.5(7)
Soient f(z) et g(x) deux fonctions continues sur Uintervalle [a,b] telles que g(a) = 0 et g est dérivable et
croissante sur [a,b]. Montrer qu’il existe un nombre réel ¢ € [a, b] tel que

/a " fla) o) dx = (b / ' fle) da

Indice: Considérer la fonction F(z) = [ f(t) dt. Noter que F(z) est continue et F’(z) = f(z). Utiliser
I'intégration par parties pour évaluer I'intégrale fab f(z) g(x) dx.
Exercice 5.6(f)

Soient une suite {s,}°2; de nombres réels qui converge vers s. Notons par o,,, la moyenne arithmétique des
n premiers termes de la suite {s,}22 ;:

_(31+82+"'+Sn)
n — n .

Montrer que la suite {0, }52; converge aussi vers s.

o1






CHAPITRE 6

Retour sur 'équation d’onde.

Nous avons vu au chapitre 4 que le probleme de la corde vibrante:

Pu 0%

o2 022
pour lequel les conditions initiales sont
ou
u(z,0) = f(z) et a(m,O) =g(x) pourtoutz, 0 <z </{

et les conditions & la frontiere sont
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout ¢, t >0,

a comme solution formelle:

=) o () ()

ou

S mwsin (M) et 3 (%) husin (157)

sont respectivement les séries de Fourier impaires de f(z) et g(x), c’est-a-dire que nous avons

apn = E/OZ f(z) sin (Lgx) dr et (?) by, = ?/O[g(x) sin (Lgx) dz.

Noter que cette derniére équation signifie que

by, = 2 Zg(ac) sin (nf;rm) dx.

ctn Jo

(éq. [2])

Nous allons maintenant déterminer des conditions suffisantes & étre satisfaites par f(x) et g(z) et qui
font en sorte que la solution formelle est une vraie solution. Nous montrerons qu’avec celles-ci, nous avons

bien
Pu 0%
— ==
ot? 02
et que les conditions & la frontiere et initiales sont aussi vérifiées.
Rappelons que

(sin(a + ) +sin(a — 3))

(cos(a = B) — cos(a + B)

sin(a) cos(f) = et sin(a)sin(f) =

2 2

pour tout o, 3 € R.

53



En utilisant ces identités trigonométriques, nous pouvons ainsi récrire notre solution formelle comme la
somme de quatre séries trigonométriques.

u(z,t):Zansin(?)c <C”7”5) Zb Sm( )in<cn€m§>
Z%sm(m > Z“nSl < £+ct))+

n>1 n>1
1 nm(x — ct) 1 nm(x + ct)
inglbncos <€) 757;an05 <€ .

Nous allons maintenant considérer chacune de ces séries et vérifier que chacune d’entre elles satisfait I’équation
[1] lorsque f(x) et g(x) satisfont certaines conditions. Commengons par les deux premieres séries. Dans ce
cas, il nous faut considérer des conditions sur f(x) de fagon & pouvoir dériver deux fois ces séries. Nous
supposerons dans ce qui suit que f(x) satisfait les trois conditions suivantes:

(C. 1): f(x) est continue et dérivable sur Pintervalle [0,¢] et f(0) = f(¢) = 0;

(C. 2): f'(x) est continue et dérivable sur Uintervalle [0, £];

(C. 3): f"(x) est continue et lisse par morceaux sur l'intervalle [0, 4] et f(0) = f"(£) =0

Dans ce cas,
) 14
Z a, Sin (%) avec  a, = %/0 f(y)sin (%) dy
n=1

est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire(y). Rappelons que fimpaire(y) est définie au chapitre
4. Noter que le prolongement fimpaire périodique de fimpaire de période 2¢ est continu parce que f(y) est
continue sur [0, /] et que fimpaire(0) = fimpaire(—¢) = fimpaire({) = 0. A cause de I'observation précédente
et parce que la dérivée f’(y) est lisse par morceaux sur [0, ¢], alors, en utilisant le théoréme 2’ du chapitre
5, nous obtenons la série de Fourier paire de la dérivée f'(y) de f(y) en dérivant terme-a-terme la série de
Fourier impaire de f(y), i.e.

0= i | S avsn (M) = S (1)

().

Noter que nous avons bien ’égalité parce que f’ est continue sur [0, £].
De ce qui précede et en utilisant la regle de chaines, nous obtenons donc que

% ;; o sin (mr(xg— ct)> _ % 2 ( ) <mr(x€— ct)) ot
2 ( > —¢) cos (mr(xg— ct)) .

0 |1 . [ nm(x —ct)
a 5 Z Qp, S1NN (f >

n>1

o0
> o () s ()
"\ 14
n=1
est la série de Fourier de la fonction paire (f’)paire(y). Rappelons que (f’)paire(y) est définie au chapitre 4.
Le prolongement (f’)paire périodique de (f)paire de période 2¢ est continu parce que f’(y) est continue sur

[0, 4], (f)paire est continue & 0 et (f)paire(—) = (f)paire(£). A cause de cette remarque et parce que f” est
lisse par morceaux, nous obtenons en utilisant le théoreme 2’ du chapitre 5 que

P = g[S (1) e (M) = 0 D (1) ().

n=1

M\H‘

La série de Fourier
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En utilisant la regle de chaines, nous obtenons alors que

0? an . (nr(x—ct) (—1) &= nm\2 . [(nn(x — ct)
o |2 “( 7 ) =5 () bl“(e) et
_nZl ] n=1
0? an nm(x — ct) (-1) & nm 2 5 . (nm(z—ct)
2 ()] D () o ()
_nZl ] n=1
Ainsi _ -
0? 5 07 1 . [ nm(x —ct)
(5 5w [3 Zemsn (7)) | =0
L nzl |
De fagon tout a fait identique, nous obtenons aussi que
0? 5 02 _1 . [ nm(x+ ct) ]
(5~ ) |5 S (72 [ =0
L nz1l 4
Nous allons maintenant considérer les deux séries
1 nm(x — ct) 1 nw(z + ct)
5 Z b,, cos <£> et 3 Z b,, cos <€

n>1 n>1

et vérifier qu’elles aussi satisfont I’équation [1] lorsque g(z) satisfait certaines conditions. Nous supposerons
dans ce qui suit que g(z) satisfait les conditions suivantes:

(C. 4): g(z) est continue et dérivable sur I'intervalle [0, £] et g(0) = g(¢) = 0;

(C. 5): ¢'(x) est continue et lisse par morceaux sur 'intervalle [0, £].
Notons par G(x): 1'unique fonction sur [0, 4] telle que G'(x) = g(x) pour tout z € [0, /] et f(f G(z) dx

c’est-a-dire que ) .
G(z) = </0 g(2) dz) f% (/o/oyg(Z) dz dy) .

En effet, nous obtenons par le théoréme fondamental du calcul que G'(z) = g(z) et

/OKG(@ dgc:/oz K/Omg@) dz) -3 (/Ozyg(z) dz dyﬂ de
:/O[ K/Oxg(z) dz)}dm—ﬁ </O€/Oxg(z) dz d:c> =0.

Notons la série de Fourier paire de G(y) par

0,

Ay &

5 —l—gAncos(

nmy

14

Alors
2 [
Ao=z/ G(y) dy = 0.
0

Sin > 1, alors nous avons

o= [ e (") = | (s ()] [ (5ot n () ]
= G2 [ oo n (%) =
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o0

Z(fc) by, cos (%) avec by,

n=1

2 0

cmn Jg

g(y) sin (

en intégrant par parties et en utilisant 1’équation [2]. Conséquemment la série de Fourier paire de G(y) est

Cette série est la série de Fourier de Gpaire(y). Cette fonction est continue parce que G(y) est continue, étant
Pintégrale de la fonction continue g. De plus G’(y) = g(y) est lisse par morceaux. En utilisant le théoréme
2’ du chapitre 5, nous avons que

G (y) = gly) = % [Z(C) b, cos (?)] = Zc b (TL?W) sin (%) .
n=1 n=1
Conséquemment
d | Y > nm nwy
[ ()] - () ()
De ceci et en utilisant la regle de chaines, nous obtenons que

0 _1 nm(x — ct) ] 1 — . (n7m(xz — ct)

oz Q;b"c‘”’( ] > - 52; ( ) ( ] > ot

0 _1 nm(x — ct) ] 1 — enm\ . (nr(xz — ct)

ot Q;bnc‘”’( ] > izz: (e)m( ¢ )

La série
o0
nmT\ . [Ny
—E b, | — )sin | —=
n=1 é

14

)

est la série de Fourier impaire de la fonction (1/¢) g(y),c’est-a-dire la série de Fourier de (1/¢) Gimpaire(y)-
Comme ¢(0) = g(¢) = 0, alors le prolongement périodique de (1/¢) gimpaire(y) de période 2¢ est continue.
Notons aussi que par hypothese ¢’(y) est lisse par morceaux sur [0, ¢]. En utilisant le théoréme 2’ du chapitre
9, nous avons que

nmwy

[ (R (7] - S () e (2

1

En utilisant la régle de chaines, nous obtenons que

0? _1 nm(x — ct) ] 1 & nm 2 nw(x — ct)
97 |2 2 b eos ()| = > () o (") e
0? _1 nm(x — ct) ] cnm nw(x — ct)
or 2§1an°§(£> —“Zb (F) o ("52).
Ainsi ~ _
0? 0? 1 nm(x — ct)
(3 a0 ) |5 Stmeos (2 [ =0
L nz1 m
De facon tout & fait identique, nous obtenons
0? 0? _1 nm(x + ct) ]
<8t2 - ax2> irz:lbncos (6 ) =0.
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Nous avons presque démontré dans ce qui précede le résultat suivant.

Théoréme 1 Si f(x) et g(x) satisfont les cing conditions: (C. 1) - (C. 5) énoncées précédemment, alors

la solution formelle
t t
u(z,t) = §> sin (7717;%) {an cos (cngr ) + b, sin (Cn; >}

ou

S wsin (M) et 3 (%) husin (457)

sont les séries de Fourier impaires de f(x) et g(x), c’est-a-dire que nous avons

an, = ?/ef(x) sin (?) dx et (ﬂ n €/ sin Ex) dx
0

est une vraie solution du probleme de la corde vibrante

Pu ,0%u

o o
pour lequel les conditions initiales sont
ou
u(z,0) = f(z) et a(x 0) =g(z) pourtoutz, 0 <az</¢

et les conditions & la frontieére sont

u(0,) =0 et w(f,t)=0 pour tout t, t > 0.

Preuve: Nous avons vu que la solution formelle satisfait bien 'EDP. Il nous faut considérer les conditions
a la frontiere et les conditions initiales. Pour ce qui est des conditions & la frontiere, nous avons

. nm0 cnrt . cnmt
u(0,t) = Z sin <£) {an cos ( 7 ) + by, sin < 7 )] =0 et
n>1
. nml cenmt . cenmt
u(ﬂ,t):Zsm <€> [ancos( 7 >+bnsm< 7 ﬂ =0

n>1

pour tout ¢ > 0 parce que sin(nr) =0 sin € N.
Pour ce qui est des conditions initiales, nous avons

u(z,0) =Y sin (#) {an cos (C”ZO) + by sin (C””())] Zan sin (’m) — f(x)

n>1

parce que f(x) est lisse par morceaux et fimpaire(%) est continue. Ceci montre que nous avons bien le
déplacement initial. Quant & la vitesse initiale, rappelons que nous avons montré que pour la solution
formelle, nous avons

() = L Zan Sm( ) Zansm ( x; ct)> N

n>1 n>1
x4 ct)
be cos( )—Zb cos( 7 ),
n>1 n>1
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et ainsi que

M\h

Z (cmr) (mr(:cf— ct)> ’
_ % 2 (cmr) <mr(:v£+ ct)) 7

ot ¢ )
L n21 J
0 |1 nr(z —ct)\| 1 enm\ . [ nr(x — ct)
e 5;1)”0% 7 ) 757;% (7>sm (f ),
0 -1 nm(x + ct) ] e enm\ . nrw(x+ ct)
e T;bncos< 7 ) —fﬁnglbn (6)8111( 7 >
Donc - _ -
i o) =g D () eos (M) 5 e (o (T ) 4
n=1 n=1
1 & enmy . [ nw(x— ct) nw\ . [ nw(x+ ct)
32 b () sn (=) + Z b (557 ) sin (M)

Conséquemment nous obtenons

OWNCORIC R

parce que g(x) est lisse par morceaux et gimpaire(2) est continue. Ceci compleéte la preuve du théoreme. o

Il est aussi possible de décrire la solution du probléme précédent de la corde vibrante sous une forme
similaire a celle de d’Alembert obtenue au chapitre 2 pour un autre probleme de corde vibrante dans lequel
il n’y avait pas de conditions a la frontiere.

Proposition 1 Si f(x) et g(z) satisfont les cinq conditions: (C. 1) - (C. 5) énoncées précédemment,
alors

1 ~ - 1 :v+ct~
U(.’IJ, t) = 5 (fimpaire(x - Ct) + fimpaire (-7; + Ct)) + % </ Jimpaire (y) dy) )

r—ct

ol fimpaire(x) et Jimpaire (€) sont les prolongements périodiques de période 2¢ des fonctions impaires fimpaire ()
et Gimpaire(), est une solution du probleme de la corde vibrante

Pu 0%
A A
ot? Ox?

pour lequel les conditions initiales sont
ou
u(z,0) = f(z) et E(I 0) =g(x) pourtoutz, 0 <z <Y

et les conditions & la frontiere sont

u(0,) =0 et w(l,t)=0 pour tout t, t > 0.

Preuve: Parce que f(z) et g(x) satisfont les cinq conditions: (C. 1) - (C. 5), nous avons vu en démontrant

le théoreme 1 que
nr(x (x + ct)
E ap Sin ( ) g ay, sin ( 7 > +

n>1 n>1
—ct) t
be cos(mrx ¢ )—Zb cos( +C)>
n>1 n>1
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est une solution du probleme de la corde vibrante. De plus nous avons aussi montré que

s . nm
fimpaire(y) = Z Gy SN (Ty) pour tout y € R.

n>1
De ceci, nous obtenons que
1/ - 1 nr(z — ct) 1 nm(x + ct)
u(z,t) = 3 (fimpaire(x — ct) + fimpaire(T + ct)) + 3 ; b, cos (£> —5 ; b, cos (Z .

Notons que

v 1
Gpaire(7) = </0 Gimpaire (2 > 7 (// ) dz da:) pour tout x € [—¢, £].

En effet, si x > 0, alors

Ghpaire(z) = G(x) = ( /O ’ ) ( / / ) dz dy> ( /0 Igimpaire ) ( / / ) dz dy>

s e
([ at-wr 1 d@‘i(// dwy)
= ([ sty ) < ([ 60 )

en utilisant la substitution w = —z et dw = (~1) dz.
Notons aussi que, si Gpaire(2) est le prolongement périodique de période 2¢ de Gpaire(2), alors nous
avons Iéquation [3]:

G = ([ 1) = ([ o) oz

En effet, il suffit d’observer que le prolongement périodique Gimpaire() de période 2¢ de la fonction impaire
Gimpaire (%) est impair. Nous obtenons alors facilement que f I Gimpaire () dz = 0 pour tout intervalle I de
longueur 2¢. L’équation [3] découle de ceci.

Nous avons montré dans la preuve du théoreme 1 que

Glpaire Z ) by, cOs (%) pour tout y € R.
n=1
Conséquemment nous obtenons que
1/z ; -1\ = 1\ -~
’LL(.’E, t) = 5 (fimpaire('r - Ct) + fimpaire(x + Ct)) + TC Gpaire(x - Ct) + 276 Gpaire (117 + Ct)~

En utilisant ’équation [3], nous obtenons que

1 /-~ ~
5 (fimpaire (.’E - Ct) + fimpaire (33 + Ct))

+ (;Cl) (/Oxct Gimpaire(?) dz) + <2lc> (/Oﬁd Gimpaire (2) dz) .
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Nous pouvons donc conclure que

xz+ct
u(m, t) = % (fimpaire(x — Ct) + fimpaire(x + Ct)) + (216) (/ gimpaire(z) dZ)

—ct

est une solution du probléme de la corde vibrante. Ceci conclut la preuve de cette proposition. D
Dans tout ce qui précede, nous avons décrit une solution au probleme de la corde vibrante (avec con-
ditions a la frontiere). Mais & aucun moment, nous n’avons discuté de 'unicité de la solution. Le théoreme
suivant établit 'unicité.
Théoreme 2 Si u; et us sont deux solutions du probleme de la corde vibrante suivant:

Pu 0%

o2~ oa2
pour lequel les conditions initiales sont
ou
u(z,0) = f(z) et E(I,O) =g(x) pourtoutz, 0 <z <Y

et les conditions & la frontiere sont
w(0,8) =0 et w(l,t)=0 pourtoutt, t >0,

alors u; = us. En d’autres mots, si le probleéme ci-dessus a au moins une solution, alors celle-ci est unique.

Preuve: Considérons premiérement la situation pour laquelle f(x) = 0 et g(x) = 0 pour tout = € [0, £].
Nous allons maintenant montrer que dans ce cas le probleme a une seule solution u(z,t) = 0 pour tout
x € [0,4] et tout t > 0.

Soit la fonction E(t) de ¢ définie par

1o\, (ou)?
—_— —_— R > .
E(t) 2/0 [(at) +c (8x> dxr pour tout t > 0

Cette fonction E(t) est I’énergie de la corde au temps ¢. Nous allons maintenant montrer que E(t) est une
fonction constante.
Nous avons

dE_l/fa AN 1/22% Pu) g (S0 (O
at 2), 0t |\at) T \az) | T2 ), “\or) o “\oz ) \ozat ) **
_ 2/6 Ou) (Pu  (0u) (PPu)),
—J, \at ) \ a2 oz ) \ozat ) "

En intégrant par parties, nous avons
/Z ou\ [ 0%u ou\ [Ou\1""" /z 0%u ou
o \ Ot Ox? ot ox)|,._o Jo \Oxot) \Ox
r=0
d7E =2 @ @ =0
dt ot or /)|, ,

parce que u(0,t) = u(f,t) = 0 pour tout ¢t > 0 a comme conséquence que

Donc

ou ou
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En d’autres mots, E(t) est une fonction constante. Ceci est la conservation de I’énergie. Nous pouvons
maintenant calculer E(0).

E(0) = ;/Oé l(?;@,O))Q e <Z;‘(x,0)>2] d = ;/OZ [ (0@)?* + & (f'(@))"] dz = 0

parce que nous sommes dans la situation ou f(z) =0 et g(a) = 0 pour tout = € [0,¢]. Nous obtenons aussi
que f'(z) = 0 pour tout = € [0,¢]. Parce que E(t) est une fonction constante et E(0) = 0, nous avons que
E(t) = 0 pour tout t. Comme E(t) est 'intégrale d’une fonction dont les valeurs sont > 0 et que E(¢) est
toujours nul, nous avons

ou 2 5 [ Ou 2
-— = > 0.
(815 (z, t)) +c (am (x,t)) 0 pourtout z € [0,fett>0
Donc nous obtenons de ceci que
Ou_ o o _y
ot or

et conséquemment u(z,t) est une fonction constante. Comme u(0,t) = 0, nous pouvons conclure que, dans
cette premiere situation (celle ot f(x) =0 et g(z) = 0 pour tout = € [0, £]), nous avons que u(z,t) = 0 pour
tout 0 <z </lett>0.

Si nous revenons aux deux solutions u; et us du probleme de la corde vibrante

Pu 0%

o o
pour lequel les conditions initiales sont
ou
u(z,0) = f(z) et a(m,O) =g(zr) pourtoutz, 0 <z </

et les conditions a la frontiere sont
u(0,t) =0 et w({,t)=0 pour tout ¢, t >0,
alors il est facile de vérifier que la fonction (u; — ug) est une solution du probleme de la corde vibrante

Pu 0%

Z R
o2~ a2
pour lequel les conditions initiales sont
ou
u(z,0) =0 et E(ax,()) =0 pourtoutx, 0 <az</{

et les conditions & la frontieére sont
u(0,t) =0 et w(l,t)=0 pour tout ¢, t > 0.

En d’autres mots (u; — ug) est une solution du probléme de la corde vibrante pour lequel les conditions
initiales sont un déplacement vertical initial nul (i.e. f(z) = 0 pour tout = € [0,¢]) et une vitesse initiale
nulle (i. e. g(x) = 0 pour tout = € [0, ¢]). Mais nous avons vu précédemment que la seule solution dans ce
cas est la solution nulle. Donc u1 —us =0 = u; = us. D

Il est possible de généraliser la notion de solution de la facon a admettre des solutions qui auraient
des dérivées partielles discontinues le long des courbes caractéristiques. Si nous considérons la solution de
la proposition 1, celle-ci pourrait avoir des dérivées partielles pour tous les (z,t) sauf si x — ct est égale &
certaines valeurs fixes. Il est donc possible de considérer des solutions généralisées. La solution donnée par
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le théoreme 1 ou encore la proposition 1 est cette solution généralisée. Tout ce qui est différent ici, c’est
que nous sommes un peu moins restrictif avec les fonctions f(x) et g(z) des conditions initiales. Dans les
exercices qui suivront, nous adopterons ce point de vue plus général.

Nous allons terminer ce chapitre en présentant un exemple. Déterminons le déplacement vertical u(z, t)
d’une corde idéale de longueur 7 solution de 1’équation d’onde

ou o _
)

i.e. ¢ =1, sile déplacement vertical initial est
u(z,0) = f(z) =2 — —2® + —=x

pour x € [0, 7] et la vitesse initiale nulle, i.e.

ou
a(x,()) =g(xz)=0

pour z € [0,7]. Noter que la fonction f(x) satisfait les conditions (C.1) et (C.2), mais pas (C.3). En effet,
f"(xz) =6z —3m et f(0) = —3m # 3w = f(m). Mais nous pouvons tout de méme présenter la solution dans
un sens généralisé. Nous avons que la solution est

- S ) (22) s ()]

n>1

S musin (B) et 3 (%) husin (457)

n=1

sont les séries de Fourier impaires de f(x) et g(x), c’est-a-dire que nous avons

ap = E/OZ f(z) sin (L7;x> dx et (?) by, = ?/Oeg(:r) sin (?) dz.

Comme g(x) = 0 pour tout z € [0, 7], nous obtenons que b, = 0 pour tout n > 1. Nous avons aussi en
intégrant par parties que

2 [T 3 2 6 ((-1)"+1
ay = —/ <x3 — imc2 + 7;33) sin(nx) dx = M pour tout n > 1.
0

Donc nous obtenons que la solution est

n

u(a,t) = g (6((_”:“)) sin(nz) cos(nt)

pour tout x € [0,7] et ¢ > 0. Nous avons tracé le graphe de u(x,t) pour = € [0,7] et ¢t € [0,1] & la figure [1].
Pour chacune des valeurs de ¢, nous avons le déplacement vertical de la corde a cet instant.
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1
Figure [1]

Exercice 6.1

Déterminer le déplacement vertical u(z,t) d’'une corde vibrante (idéale) fixée & ses deux extrémités dont la
longueur ¢ = 7, la vitesse initiale est nulle (i.e. g(z) = 0 pour tout = € [0,¢]) et le déplacement initial (i.e.
f(z)) est représenté par le graphique:

a)

A A
/40 +

1
/4 /2 3m/4 T

/40 T
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/4 /2 3n/4 T

Exercice 6.2

Déterminer le déplacement vertical u(z,t) d’une corde vibrante (idéale) fixée & ses deux extrémités dont la
longueur ¢ = 7, le déplacement initial est nul (i.e. f(x) = 0 pour tout = € [0,¢]) et la vitesse initiale est
représentée par le graphique:

A g
h .

Exercice 6.3

En utilisant la méthode de séparation de variables, trouver des solutions de chacune des équations suivantes:

a)x%—yg—;zo, b)%—i—%z?(m—f—y)u.

Exercice 6.4(f)
11 est possible de montrer que le déplacement vertical u(z,t) d’une poutre homogene est gouverné par une
équation d’ordre 4 de la forme suivante:

Ou L0

— 4+ c*=— =0 ouu=u(zx,t
ot2 Ox? (z,)
Supposons que la poutre est de longueur ¢, que sa vitesse initiale est nulle, i.e.
ou
E(w,O) =0 pour tout z € [0, /],

que les extrémités de la poutre sont supportées, i.e. u(0,t) = 0 et u({,t) = 0 pour tout ¢t > 0, que les
moments sont nuls, i.e.

0%u 0%u
—(0,t)=0 e —({,t)=0,
5‘:1:2( ) 8:32( )
et finalement que le déplacement initial est connu, i.e. u(z,0) = f(z) ou f(x) est une fonction donnée.
a) En utilisant la méthode de séparation de variables et les conditions ci-dessus, montrer que la solution

formelle est )
o0 2t (o]
u(z,t) = ;an sin (m;x) cos (Cn; ) ot ;an sin (?)
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est la série de Fourier impaire de f(x).
b) Trouver la solution formelle si le déplacement initial est u(z,0) = f(z) = z(¢ — z) /(2.
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CHAPITRE 7

L’équation de la chaleur: cas de la dimension 1.

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons illustrer la méthode de séparation de variables dans deux
situations simples: 1’équation de la chaleur dans une tige et I’équation de Laplace sur un rectangle. Nous
étudierons plus tard des situations plus complexes comme 1’équation d’onde pour une membrane circulaire
et ’équation de Laplace a l'intérieur (ou 'extérieur) d’une sphere en discutant simultanément des problemes
de valeurs propres de Sturm-Liouville.

Commengons maintenant en utilisant la méthode de séparation de variables pour ’équation de la chaleur
de dimension 1. Nous décrirons premierement la situation physique pour ensuite nous concentrer sur le
probleme mathématique.

Soit une tige homogene de longueur ¢ suffisamment mince de fagon a ce que la chaleur soit distribuée
également pour toute section transversale. La surface de cette derniere est isolée. Il n’y a donc aucune perte
de chaleur & travers la surface de la tige. Si nous notons par u(x,t), la température dans la tige au temps ¢
au point x, alors u = u(x,t) satisfait 'équation de la chaleur

O _ p0

ot ¢ 922

oll ¢ est une constante > 0. Précisément nous avons que ¢ = Ko/p ou K est la conductivité thermique,
o est la chaleur spécifique et p est la densité. Si nous supposons qu’aux extrémités: = 0 et x = /£, la
température est gardée constante et égale a 0, i.e. u(0,t) = 0 et u(¢,t) = 0 pour tout ¢t > 0, et que la
température initiale est connue, i.e. u(x,0) = f(a) pour tout 0 < 2z < £. Nous allons déterminer u(x,t) pour
tout 0 <x<flett>0.

En d’autres mots, nous avons le probleme d’EDP suivant:

ou  ,0%u

5 = C gz OLu= u(z, t) (éq. [1])

pour lequel les conditions a la frontiere sont
w(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout t >0

et la condition initiale est u(z,0) = f(z) pour tout 0 < z < /.
Nous allons procéder comme pour l'équation de la corde vibrante. Nous étudions premierement le

probleme intermédiaire:
ou 0%

— =c
ot Ox?
pour lequel les conditions a la frontiere sont

ot u = u(z,t)

u(0,t) =0 et w(l,t)=0 pour tout t > 0.

En d’autres mots, nous laissons tomber pour I'instant la condition initiale. Pour ce probleme intermédiaire,
nous cherchons & determiner des solutions u(x,t) non triviales de la forme X (z)T'(t) ot X, T sont respec-
tivement des fonctions de x et de ¢ ayant au moins des dérivées premieres et secondes continues.

Si nous substituons une telle solution u(x,t) = X ()T (t) dans ’équation [1], nous obtenons X T’ =
X" T. Ici X" est la dérivée seconde de X par rapport & x, alors que T’ est la dérivée de T par rapport &
t. Nous pouvons séparer les variables, c’est-a-dire que nous avons 1’équation

X// 1 T/

X 2T
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Le terme de gauche de cette équation est une fonction de x seulement, alors que le terme de droite est une
fonction de ¢ seulement. Pour que nous puissions avoir cette égalité, il faut donc que chacun de ces termes
soit constant et nous noterons cette constante par A. De ceci, nous tirons deux équations différentielles
ordinaires:

X"=AX et T —XPT=0.

Il nous faut déterminer A. Les conditions & la frontiere signifient que u(0,t) = X (0)T'(t) = 0 et u({,t) =
X ()T (t) = 0 pour tout ¢ > 0. Comme nous cherchons des solutions non triviales, nous pouvons supposer
que T'(t) # 0 pour au moins un ¢ = ty. Sinon la solution u(z,t) = X (x)T'(t) est triviale. Conséquemment
X(0) T(tp) =0 = X(0) =0et X(¥) T(top) =0 = X(¢) = 0. Il nous faut donc résoudre les équations
différentielles ordinaires suivantes:

X"—AX=0 (0<z</{) avec X(0)=0et X(¢)=0

T -~ M\*T =0 (t>0)

ol A est une constante.

La premiere équation X" — AX = 0 avec X(0) = 0 et X(¢) = 0 est la méme que celle obtenue pour
le probleme de la corde vibrante. C’est une équation linéaire d’ordre 2 a coefficient constant. La seconde
équation est une équation linéaire d’ordre 1 & coefficient constant. Les deux sont des équations tres connues.

En procédant de la méme fagon que pour le cas de la corde vibrante, nous obtenons pour I’équation
X" — XX = 0 avec les conditions X(0) = 0 et X(¢) = 0 que, si A > 0, alors X = 0 et u(z,t) = 0 pour
tout 0 < & < £ et t > 0. Nous pouvons exclure ces valeurs et ne considérer que le cas oit A = —1? < 0.
Si A= -12 <0, alors X(z) = Acos(vz) + Bsin(vx). Mais de X(0) = 0, nous obtenons que A = 0, alors
que de X (¢) = 0, nous obtenons que Bsin(vf) = 0. Comme nous cherchons & déterminer des solutions non
triviales, nous pouvons supposer que B # 0 et conséquemment sin(v¢) = 0. De ceci, nous pouvons conclure
que v{ = nm et A = —(nw/l)? avec n € Z. Les valeurs A, = —(nm/{)? sont les valeurs propres et les fonctions
By, sin(nmz/{) sont les fonctions caractéristiques du probléme: X” — AX = 0 pour 0 < z < £ avec X(0) =0
et X(¢) = 0. Parce que sin(—x) = —sin(z) pour tout « € R, il suffit donc de considérer les valeurs propres
A, et les fonctions caractéristiques X,, pour n € N avec n > 0. Si nous considérons maintenant la deuxiéme
équation T" — \,c2T = 0, nous pouvons résoudre celle-ci par séparation de variables, i.e.

dT 1 1
EZ)\,LCQT = dT =\, dt = /T dT:/)\n02 dt = In(|T|) =\t +k

ou k est une constante. Ainsi nous obtenons que

2
T,(t) = C,, exp(A\,c?t) = Cp, exp [— (%) t] ou C,, est un nombre réel quelconque,

est la solution générale de I’équation 7" — \,,c>T = 0.
Nous obtenons de ce qui précede que

n = T e 2
u (.T,t) X"(x)Tn<t) = Qn Si (L ;) l: (M) t:|
est une solution du probléme intermédiaire

ou 50

TRl

ot Ox?
pour lequel les conditions & la frontiere sont

u(0,t) =0 et wu(f,t)=0 pour tout t > 0.
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Nous avons remplacé A, par sa valeur —(nw/f)? et B,,C, par a,. Comme 1’équation est linéaire et homogene
et que les conditions aux extrémités sont aussi homogenes, nous pouvons utiliser le principe de superposition

et obtenir que
u(@,t) = ;“n(%t) = ;an sin <n—7) exp [ (%)% }

est aussi une solution du probléeme

ou 5 0%u .
5% = o2 ou u = u(z,t)
pour lequel les conditions a la frontiere sont
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout ¢t > 0.
Rappelons de nouveau que nous abusons ici du principe de superposition puisque nous sommons non pas

sur un nombre fini de termes, mais sur un nombre infini de termes.
Si nous revenons a notre probléme initial:

ou 0%

5% = 9.2 ot u = u(z,t)

pour lequel les conditions a la frontiere sont
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout t >0

et la condition initiale est u(x,0) = f(x) pour tout 0 < z < ¢, alors

(o, t) = i s ("2 ) xp - (25

est une solution de ce probleme si
= nwx
u(x,0) = ansin(—): T
@0 =3 ) = s

i.e si

o

. (nTx - - .
g ay sin (7> est la série de Fourier impaire de f(x).
n=1

Dans ce qui précede, nous avons fait sans les énoncer des hypotheéses sur la convergence de certaines
séries. De ce fait, tout ce que nous avons obtenu jusqu’a maintenant, ce n’est qu’une solution formelle

0o Y4
u(x,t) = Z ap sin (mlrﬁx) exp [— (%)275 ] avec a,, = %/ f(x)sin (%) dx  pour tout n > 1
n=1 0

au probleme de la chaleur suivant:

ou  ,0%u . (2.1)
—=c =, ouu=u(z
ot 0z?’ T

pour lequel les conditions a la frontiere sont
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout t >0
et la condition initiale est u(z,0) = f(z) pour tout 0 < x < /.
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Théoréme 1 Si f(z) est continue et lisse par morceaux sur Uintervalle [0, 4] et que f(0) = f(¢) = 0,

alors la solution formelle
> nwT nmwe\ 2 2 ! nwe
u(x,t) = nz::lan sin (T) exp [— (7) t ] , avec a, = z/o f(x)sin (7) dr pour tout n > 1,

du probleme de la chaleur suivant:

@—62@ ot u = u(x,t)
ot Ox?’ I
avec  u(0,t) =0,u(f,t) =0 pourtoutt>0 et wu(zr,0)= f(xr) pour toutz € |0,

est une vraie solution du probléme.
Nous ne démontrerons pas ce résultat. La preuve fait appel a la convergence uniforme des séries, ainsi

. (nm:) (mrc>2t
sin|{—— )exp |—(—
¢ )P ¢
décroissent exponentiellement.

Nous allons clore ce chapitre en montrant que la solution au probléeme de la chaleur ci-dessus (si elle

qu’au fait que les fonctions

existe) est unique.
Proposition 1 Il existe au plus une solution au probleme de la chaleur suivant:

ou 5 0%u ot (2,1)
5% = 9.2 uu = u(x,
pour tout x € [0, 4].

avec  u(0,t) =0,u(l,t) =0 pourtoutt>0 et wu(zr,0)= f(z)

Preuve: Considérons premiérement le probléme ci-dessus dans le cas particulier ot f(x) = 0 pour tout
x € [0, £]. Soit

L
J(t) = % /0 (u(x, 1))? da.

En dérivant par rapport a t, nous obtenons

;i1 Yo , 1 (Y ou
o - = - D —
dt 202/0 Gt(u ) do 2¢2 J, ot de
£ 9 ou 0%

= —d arce que @ — —
/Ouagﬂx Parce e 5y = ¢ 922

ou]*" Crou? L .
— dx en integrant par parties
0

voel ) G
{u(ﬁ, t)%(é, 1 — u(O,t)gZ(O,t)} _ /OZ (gZ)de

) 2

ou

= 7/ (8) dr <0 a cause des conditions a la frontiere.
0 X

Ceci signifie que la fonction J(t) est une fonction décroissante. Nous pouvons aussi calculer

4 4
10) = 55 [ @00 do = 55 [ (@) do =0

parce que f(xz) = 0 pour tout x € [0,¢] dans ce premier cas. Donc J(t) < 0 pour tout ¢ > 0. Mais il est
aussi vrai que J(¢) > 0 pour tout ¢ > 0, étant donné que J(¢) est I'intégrale d’une fonction positive. En
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combinant tout ceci, nous obtenons que J(t) = 0 pour tout ¢ > 0 et u(z,t) = 0 pour tout = € [0,] et ¢t > 0.
Nous obtenons que u(x,t) = 0, car sinon nous aurions que J(t) # 0 pour un t.
Si nous considérons maintenant deux solutions u; et us du probleme

ou 0%
ot~ 0a2
avec  u(0,¢) =0,u(¢,t)=0 pourtoutt>0 et w(z,0)=f(z) pourtoutz € [0,

alors il est facile de vérifier que (u1 — ug) est une solution du probleme
ou  ,0%u
ot~ oa2
avec  u(0,t) =0,u(f,t)=0 pourtoutt>0 et wu(zr,0)=0 pour tout z € [0,].

Comme nous ’avons montré au début de cette preuve, nous obtenons ainsi que u; — us =0 et u1 = ug. D

ou u = u(z,t)

ou u = u(z,t)

Considérons pour terminer la solution du probleme suivant:
ou  9%u
ot da?

avec  u(0,t) =0, u(m,t) =0 pourtoutt>0 et wu(xz,0)==x(r—2x) pourtoutx € [0,n].

ouu=u(z,t), z€[0,n], t>0

Parce qui précede, la solution sera

u(z,t) = Z an sin(nz) exp(—n2t)

n=1
avec
(=)"*'+1)

en intégrant par parties.
mn3

ap, = —/ x(m — x)sin(nx) de =4
T Jo

Donc la solution est

s _1\n+1
u(z,t) =4 Z % sin(nx) exp(—n2t).

Nous avons tracé le graphe de u(x,t) pour z € [0, 7] et ¢t € [0,1] & la figure 1




Exercice 7.1

Déterminer dans chacun des cas suivants la température u(x,t) dans une barre d’argent de 10 cm de longueur,
de section transversale constante d’aire 1em?, de densité p = 10.6g/cm?, de conductivité thermale K = 1.04
cal/cm deg sec et de chaleur spécifique o = 0.056 cal/g deg. La barre est parfaitement isolée latéralement,
les extrémités de la barre sont maintenues & température constante 0 °C et la température initiale (en °C)
est f(x). (Rappelons que la constante ¢ apparaissant dans I’équation de la chaleur est ¢ = Ko/p.)

00 ={5_, SeETIh b) £(e) = #(100 — %), ) fa) = (10~ 7).

Exercice 7.2
Soit la température u(z,t) dans une tige de longueur ¢ qui est parfaitement isolée thermiquement incluant
les extrémités & x = 0 et x = £. Aucune chaleur ne s’échappe des extrémités de la tige. Mathématiquement

cette condition signifie que

ou ou
o (0,t) =0, o (4,t)=0 Vvt>0

Supposons que la température initiale est u(x,0) = f(z) pour tout = € [0,¢]. En d’autres mots, la
température u(z,t) est une solution du probléme suivant:

u_ o
ot Ox2
avec les conditions
ou ou
%(O,t) =0, g(&t) =0, Vt>0, et wu(z,0)=f(x) Vzel0,/.

a) En utilisant la méthode de séparation de variables, montrer que la solution formelle du probléme sera
ag > nmwx enm 2
u(x,t) = — acos(—)e 7<—)t ol
)= G+ D aneos (7)o |- (%

aozz/oéf(x) dr et an:?/oéf(x)cos (mlrfm) dx.

b) Déterminer la température u(z,t) dans la tige si £ =, c = 1 et f(z) = (3ma? — 223).

Exercice 7.3
Déterminer la température uy(x) aprés un tres long intervalle de temps (t — oo) dans une tige de longueur
¢ suffisamment mince pour que la chaleur soit distribuée également pour toute section transversale, orienté
selon 'axe des z avec des extrémités a = 0 et x = £, d’un matériel homogene parfaitement isolé latéralement
et dont les températures aux extrémités sont des températures constantes différentes: w(0,t) = Uy et u(¢,t) =
U; pour tout ¢ > 0.
Exercice 7.4 ()
a) Montrer que ’équation de la chaleur (en trois dimensions)
ou o (0%u  0*u  O*u
o ¢ (ax Tt a)

est égale en coordonnées sphériques: x = rsin(¢) cos(d), y = rsin(¢) sin(f), z = r cos(¢) a

Ou 5 (*u 2 0u 1 0%u  cotan(¢) Ou 1 0%u
B e R T ).
ot or?2 r or  r? 0¢? 72 09 r2sin®(¢) 00
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b) Si la surface d’une sphere solide homogene de rayon R est gardée a température constante 0°C, si la
température initiale dans la sphere est indépendante de 6 et de ¢ et est donnée par u(r,0) = f(r), alors
montrer que les solutions u(r, t) de équation [2] indépendantes de 6 et de ¢ sont des solutions du probléeme:

au 2 82 2 8’&
Ou _ o(9° 2 0u _ y . |
) { ot~ ¢ (ar2 Ty ar) avec u(R,t) =0, Vt=0etu(r,0)= f(r), Vrel0, R

¢) En supposant que u(r,t) est une fonction bornée et en posant v(r,t) = r u(r,t) dans le probleme (x),
montrer que nous obtenons le nouveau probleme

o ,0%
() 5 = C gz avec v(R,t) =v(0,t) =0, ¥t>0, et v(r,0)=r f(r), Vrel0,R].

Déterminer la solution formelle u(r,t) du probléme (*) en obtenant premierement la solution formelle v(r,t)
de (#%) au moyen de la méthode de séparation de variables.
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CHAPITRE 8
L’équation de Laplace sur un rectangle.

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré une EDP hyperbolique (I'équation d’onde) au chapitre 6,
une EDP parabolique (I’équation de la chaleur) au chapitre 7. Nous allons maintenant considérer une EDP
elliptique. Ainsi nous aurons étudié un exemple pour chacun des types d’EDP linéaires ayant deux variables
indépendantes.

Le probleme considéré est le suivant. Nous voulons déterminer les fonctions u(z,y) avec 0 <z < M et
0 <y < N tel que 'EDP (I’équation de Laplace ou aussi I’équation du potentiel)

Pu
0x2 0y

et les conditions a la frontiere
U(I,O) = fl(x)v ’LL(I’,N) = f2(‘T)7 U(07y) = gl(y)v et U(May) = gQ(y) pour 0 S x S M7 0 S Yy S N

soient satisfaites. La fonction u = u(z,y) est définie sur le rectangle constitué des points (x,y) € R? tels
que 0 <z < M et 0 <y <N Ce probleme est différent des précédents. Les deux variables appartiennent a
des intervalles bornés, alors que la variable ¢ n’est pas bornée pour les équations d’onde et de la chaleur. Il
n’y a pas de conditions initiales. Aussi les conditions a la frontiére ne sont pas homogenes. Cette derniere
différence présente une difficulté qu’il nous faudra contourner.

11 est possible de donner un sens physique & une solution u(x,y) du probléeme précédent. Nous pouvons
considérer u(x,y) comme la température a I’équilibre (i.e. lorsque ¢ — 00) pour le probleme de la chaleur

ou 4 <82u 0?u

7= a2 8y2> o u = u(z,y,t)

pour lequel les conditions a la frontiere sont

u(x,O,t) = fl(:c)v ’LL(I,N, t) = fQ(I)’ U(O,y,t) = gl(y)7 U(nyvt) = gQ(y)

pour 0<z <M, 0<y<Nett>0.1lya aussi des conditions initiales ¢ = 0, mais nous ne les préciserons
pas. A 1’équilibre

ou
20
ot
et nous obtenons 1’équation de Laplace
0%u N Pu 0
0x? = oy?
avec les conditions a la frontiere précédentes.
Le probleme de départ de résoudre
u 0%u
Jr dy

avec

w(z,0) = fi(x) et wu(x,N)= fo(z) pourzx € [0, M],
w(0,y) =g1(y) et w(M,y) =ga(y) pourye[0,N]

peut étre décomposé en quatre problemes ayant chacun une seule condition non-homogene plutot que quatre.
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Probléeme [1]: . .
U1 U1

W ayQ =0 avec
u(z,0) = fi(z) et w(z,N)=0 pourz € [0, M],
u1(0,y) =0 et wi(M,y)=0 pourye|0,N].
Probleme [2]:
82’&2 82’&2
W + Ty2 =0 avec
ug(2,0) =0 et wa(x,N)= fo(zx) pourz € [0,M],
u2(0,y) =0 et wua(M,y)=0 pour y € [0, N].
Probleme [3]:
Pug | O ug =0 avec
0x? oy
uz(z,0) =0 et wug(z,N)=0 pourz € [0, M],

uz(0,y) =g1(y) et wuz(M,y) =0 poury € [0,N].

Probleme [4]: 2 2
Pus | Pus _
ox? Oy?

ug(z,0) =0 et wuy(z,N)=0 pour z € [0, M],
ug(0,9) =0 et wug(M,y) =g2(y) poury € [0, N].

Si u; est une solution du probléme [i] pour i = 1,2, 3,4, alors il est facile de montrer que u = uj + us +
uz + u4 est une solution du probléme de départ.

Nous pouvons ainsi chercher & résoudre les problemes [1] & [4]. Nous allons maintenant illustrer la
méthode de séparation de variables pour résoudre le probleme [1]. Le méme type d’analyse peut étre fait
pour les trois autres problemes. Nous laisserons au lecteur le soin de faire ces calculs.

Si nous utilisons la méthode de séparation de variables pour déterminer la solution u; (z,y) du probleme
[1], alors la premiere étape est de considérer le probléme intermédiaire:

(*) 82u1 82u1
0x? Oy?

=0 avec ui(z,N)=0, u1(0,y) =0, u;(M,y) =0 pour x € [0, M] et y € [0, N].

Nous avons laissé tomber la condition non-homogene wu;(x,0) = fi(x) pour 'instant. Il nous faut donc
déterminer des solutions non triviales u1(x,y) de ce probleme (x) qui sont de la forme u;(z,y) = X (2)Y (y).
En substituant cette solution dans 'EDP et en séparant les variables, nous obtenons

X// Y//
XY+ XY"=0 = —=-—
X Y

ott X" est la dérivée seconde de X par rapport & x et Y est la dérivée seconde de Y par rapport a y. Dans
la derniere équation, le terme de gauche est une fonction de x seulement, alors que le terme de droite est
une fonction de y seulement. Conséquemment ces deux expressions doivent étre constantes et nous pouvons
écrire

X// Y//

XV C

Nous avons ainsi le systeme de deux équations différentielles ordinaires:

A

X"—AX =0 e Y'+AY =0
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Si nous considérons maintenant les conditions a la frontiére du probléme (x) et parce que nous cherchons &
déterminer des solutions non triviales, i.e. que les fonctions X et Y ne sont pas toujours nulles, alors nous
obtenons

up(z,N) =X(@)Y(N)=0, Vxel[o,M] = Y(N)=0;

u1(0,y) =X(0)Y(y) =0, Vye[O,N] = X(0)=0;
u(M,y) = X(M)Y(y) =0, Yye[0o,N] = X(M)=0.

En résumé, il nous faut étudier le probléme suivant:

X"—AX =0 avec X(0)=0, X(M)=0et
YY"+ XY =0 avec Y(N)=0.

La premiére équation X" —AX = 0 avec X(0) =0 et X(M) = 0 est déja apparue pour les équations d’onde
et de la chaleur. Si A > 0, nous obtenons que X = 0 et nous pouvons exclure ces valeurs pour A parce que
nous voulons des solutions non triviales. Si A = —v? < 0, alors la solution générale de X” — AX = 0 est
X (x) = Acos(vx) + Bsin(vx). Comme X (0) = A=0et X(M) = Acos(vM) + Bsin(vM) = 0,il faut alors
que Bsin(vM) = 0. Comme nous cherchons & déterminer des solutions non triviales et que A = 0, nous
pouvons supposer que B # 0. De ceci, nous pouvons en déduire que

2
sinwM)=0 = v= %, Ap = — (%) et X,(z) = By sin (%) oune€Zn#0.
Comme sin(—z) = —sin(z) et que A_,, = \,,, nous pouvons nous restreindre au cas ot n € N,n # 0 dans

ce qui préceéde. Pour chaque entier n > 1, nous avons une solution X,, = B, sin(nmz/M) de I'équation
X" —AX =0 avec X(0) =0, X(M) = 0 pour la valeur A = \,, = —(n7/M)2.
Si nous considérons maintenant la seconde équation Y + AY = 0 avec Y(N) = 0 dans le cas ou

A=)\, =—(nm/M)? ot n € N,n > 1, alors la solution générale est de la forme
it o (152 + o (5.

Mais nous avons aussi

ntN
M

Y.(N)=0 = Cexp (T) + Dexp (—

) =0 = D:—Cexp<2nj\7;N).

En substituant ceci dans la solution Y,,, nous obtenons
2nw N
Ya(y) = Cexp (%) — Cexp (7;\7;) exp (—%)

= Coxp (") fewp (2T e (17N
= 2crenp (M50 ) i (1)

Rappelons que la fonction sinh(#) désigne le sinus hyperbolique, i.e.
o0 _ o0

sinh(f) = 5

pour tout 6 € R.

De ce qui précede, nous avons que

an sin (%) sinh (mr(ij— N))
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est une solution du probléme (x). Noter que nous avons remplacé
nmtN
BnQC exp (M>

par a,. En utilisant le principe de superposition, nous obtenons que

ui(z,y) = g:lan sin (%) sinh (7”(3/M_N))

est aussi une solution du probleme (x).
Si nous revenons au probleme [1], alors

ui(z,y) = ni:lan sin (%) sinh (7”(?/]\/[_N)>

en est une solution si et seulement si
up(z,0) = ian sin (@) sinh _nalV fi(z) VYax €0, M];
b TL:1 M M b b

c’est-a-dire que
o0
Z a,, sin (@) sinh fﬂ
n=1 ! M M

est la série de Fourier impaire de fi(x) et conséquemment que

2
n = (Msinh(—mrN/M)

M
) / f1(z)sin (%7) dxr  pour tout n € N, n > 1.
0

Nous avons ainsi obtenu une solution formelle du probléeme [1]. En procédant de fagon similaire, nous
obtenons des solutions formelles aux problemes [2], [3] et [4]. Ces solutions sont

= M
uz(z,y) = Zlbn sin (%) sinh (%) avec b, = (MSinh(me/M)) /0 fo(z)sin (%) do

pour le probléeme [2],

) = ic” sin () sl (me_M)) avee e = (Nsinh(—2mrM/N)> /ONQI(” sin (77 v

pour le probléeme [3] et

= N
ug(z,y) = Z d,, sin (%) sinh (%) avec d, = <Nsinh(r2L7rM/N)) /0 g2(y) sin (%) dy

n=1

pour le probléme [4].
Ainsi la solution formelle du probleme de départ

0?u  O%u

97t o T

avec
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w(z,0) = fi(x) et wu(z,N)= fao(x) pourzx € [0, M];
w(0,y) =g1(y) et u(M,y)=ga(y) pourye[0,N]

est

n=1
+ i sin (%) {cn sinh (mr(a:]\; M)) + d;, sinh (n;\rfx)}
n=1

avec dn, b,, ¢, et d, comme précédemment.

Théoreéme 1 Si les fonctions f1(z) et fa(z) sont continues et lisses par morceaux sur 'intervalle [0, M],
les fonctions g1(y) et g2(y) sont continues et lisses par morceaux sur lintervalle [0, N], f1(0) = f2(0) =
f1(M) = fo(M) =0, g1(0) = g2(0) = g1(N) = ¢g2(IN) = 0, alors la solution formelle ci-dessus est une vraie
solution du probleme de départ

Pu  0%u

avec

u(z,0) = fi(x) et wu(x,N)= fa2(z) pourzx € [0,M],
w0,9) =g1(y) et w(M,y) =ga(y) pourye[0,N].

Nous ne démontrerons pas ce théoreme. Nous allons seulement déterminer la solution u(x,y) pour le
probléeme suivant.

0?u  O%u

@Jrain:O onu=u(z,y), 0<z<7m et 0<y<mavec

w(z,0) =z (r—x) et wulx,mr)=0 pourz € |0,n],

u(0,y) =y (r—y) et wu(my)=0 pouryel[0n].
Dans ce cas, il est facile d’évaluer en intégrant par parties les coefficients a,,, b,, ¢, et d,,. Nous obtenons
que

4 (1 _1n+1
Cey = 2O g 20 sin> L

" mn3 sinh(—nm)

Donc la solution du probléeme est

u(z,y) = Z: <m> [sin(nz) sinh(n(y — 7)) + sin(ny) sinh(n(z — m))].

Nous avons tracé le graphe de u(z,y) pour z € [0, 7] et y € [0, 7] & la figure 1
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Figure [1]

Exercice 8.1
Déterminer la solution formelle de I’équation de Laplace

2 2
%%—g—ygzo on u=u(z,y), 0<z<M 0<y<N

lorsque les conditions initiales pour 0 <z < M et 0 < y < N sont
_ _ u _ du _ )
a) u(a:?O)_Ov u(‘Z'?N)_Ov Fy(ovy)_m Fy(M7y)_f(y)v
0 _ ou _ _ Ou _ Ju .

¢) J(z,00=0, GL(x,N)=0, u(0,y)=0, u(M,y)="h(y).
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CHAPITRE 9
L’équation d’onde pour une membrane circulaire.

Dans tous les probléemes considérés jusqu’a présent, nous avons obtenu apres avoir séparé les variables
léquation différentielle ordinaire suivante: X" + AX = 0 avec les conditions X (0) = 0, X (¢) = 0. Dans les
étapes subséquentes de la méthode de séparation de variables, nous avons ensuite déterminé les constantes A
qui font en sorte que les solutions X ne soient pas triviales (ce sont les valeurs propres) et les solutions X, pour
chacune de ces valeurs propres A. Dans la derniere étape, nous terminons en utilisant ’orthogonalité de ces
fonctions caractéristiques pour exprimer certaines fonctions comme des séries de Fourier. Cette situation est
plus générale que ce que nous avons vu jusqu’a maintenant. C’est ce qui est convenu d’appeler les problemes
(des valeurs propres) de Sturm-Liouville. Sturm (mathématicien frangais d’origine suisse, Genéve, 1803 -
Paris, 1855) a entre autres mesuré la vitesse du son dans ’eau et a énoncé un théoréme précisant le nombre
de racines réelles d’un polynéme a coefficients réels dans un intervalle quelconque. Liouville (mathématicien
francgais, Saint-Omer, 1809 - Paris, 1882) a été I'un des principaux analystes de son temps.

Nous allons maintenant considérer un probleme d’EDP, I’équation d’onde pour une membrane circulaire,
pour lequel ce ne sont plus des fonctions trigonométriques qui apparaissent comme fonction caractéristique,
mais plutot des fonctions de Bessel (astronome allemand, Minden, 1784 - Konigsberg, 1846). Nous rap-
pellerons ce que sont ces fonctions plus tard. Un point important est que ces fonctions satisfont aussi
des relations d’orthogonalité. La preuve de ceci sera faite au prochain chapitre lorsque nous discuterons
justement des problemes de Sturm-Liouville.

Soient un nombre R réel positif > 0, le disque D = {(z,y) € R? | 22 + y? < R?} centré a l'origine de
rayon R et le bord D = {(z,y) € D | 2* + y* = R?} du disque. Considérons le probleme d’EDP suivant:

2 2 2
%: 2($+g;) Oﬁu:u(xay7t) aVeC(i,y)ED,tZO,

pour lequel la condition & la frontiere est u(x,y,t) = 0 pour tout (z,y) € dD et t > 0 et les conditions
initiales sont u(x,y,0) = f(z,y) et %(x,y,O) = g(z,y) pour tout (z,y) € D. f(x,y) est le déplacement
initial et g(z,y) est la vitesse initiale de la membrane circulaire.

Il est préférable d’écrire le probleme en coordonnées polaires plutdt qu’en coordonnées cartésiennes,
notamment parce que la condition a la frontiere s’écrit simplement dans ces coordonnées . Rappelons ce que
sont les coordonnées polaires. A un point P du plan, nous pouvons associer deux nombres réels (r,0), r > 0
et 0 < 0 < 2w, ou r est la distance entre le point P et 'origine O = (0,0) et 6 est la mesure (en radians) de
Pangle fait par la demi-droite des x positifs et la demi-droite passant par P issue de l'origine O. Si (z,y)
(respectivement (r,6)) sont les coordonnées cartésiennes (respectivement polaires) de P, alors

{x:rcos(ﬁ); ot {T:1/$2+y2;

y = rsin(6); 6 = arctan(y/z).

L’équation d’onde
Pu 5 (0*u O
—_ —¢ -
ot? oxr2 = 0y?

devient 'EDP suivante en coordonnées polaires:

Pu_ (0 10 1o
oz~ \or2 "r2002 " ror )

En effet, par la regle de chaines, nous avons

81



a = (o) (5:) (@)
o () (5) (@)

)= v (o) e () =0 (&) 5 ()

)= v () vt () =0 (5) 50 (G)

(@
(&

@ _ 0 o )8u sin() du\ _ 9 (9)8u sin(6) du g_’_g (9)8u sin(f) du’\ 90
922 ~ 0z \"®or r00)  or \“ay v 90) oz 90 \“or r 06/ ox

B 9 Ou  sin(f) Ou sin(f) 0 OJu  sin(f) Ju

= cos(t) 3, (COS(Q) ar 1 ae) g\ g -

0*u  2sin(f)cos(d) 9%*u  sin?(0) 9*u  sin?(h) Ou  2sin(f)cos(f) du

— 2 Z = = s it

= cos’(9) or? r orob r2 062 r  Or + 2 00 et
Pu cos(@) ou\ 0 (. ou  cos(@)Ou\ or O (. Ou  cos(f) Ou 06
a7~ oy <Sm< o T ae> = ar (Sm“’)aﬁ ; ae> oy o0 (Sm“’)aﬁ ; ae> dy

e 0 (. Ou  cos(f) Ou cos() 0 (. OJu  cos(f) Ou

=sin0) 5 (bmw) or VT 39) e O gt

— sin2(6) 9*u N 2sin(f) cos() 0%u | cos®(0) 0%*u  cos*(0) du  2sin(f)cos(d) du

Y G r or00 T2 002+ or r 6"

En substituant dans ’'EDP
0%u o (0?u  O%u
— _ —c —+—,
ot? ox? = Oy?

Pu_ (@ 150 10u
o ar?  r2002  ror)’

La condition & la frontiere u(x,y,t) = 0 pour tout (x,y) € 9D et t > 0 devient u(R,,t) = 0 pour 6 € [0, 27|

et t>0.

Dans ce qui suivra, nous avons noté le déplacement vertical initial et la vitesse initiale en fonction des
coordonnées polaires respectivement par f(r,0) et g(r,0), i.e

nous obtenons

f(r,0) = f(rcos(9),rsin(0)) et §(r,0) = g(rcos(f), rsin(6)).
Nous avons ainsi le probleme d’EDP suivant:

0%u 9 9%u 1 0%u 1 Ou .
=7 = (87‘2—’_7“2892—’_7“37”) outu=u(rbt), 0<r<R 0<6<2m, t>0,

avec la condition & la frontiere
u(R,0,t) =0 pour tout 6 € [0,27] et ¢t >0

et les conditions initiales

u(r,0,0) = f(r,0) et %(r,&())zﬁ(r,@) pour 0<r<R e 0<6<2m.

Nous allons étudier dans ce chapitre une situation plus restreinte que celle ci-dessus. Nous supposerons
que le déplacement initial et la vitesse initiale sont indépendantes de #. En d’autres mots, le déplacement
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initial et la vitesse initiale sont circulairement symétriques. Nous allons chercher a déterminer dans cette
situation les solutions u = u(r, 6, t) qui sont indépendantes de . Si la solution u est indépendante de 6, alors

2
Ou_o o 2U_,

a0 962
En substituant ceci dans 'EDP, nous obtenons

Pu_ (| 1on
6t2_c or2  ror)’

Si nous résumons, nous allons étudier le probleme (plus restreint) suivant

Pu_a(u oy
o2 or2  ror on = ulr

avec la condition a la frontiere
u(R,t) =0 pour tout t >0

et les conditions initiales

u(r,0) = f(r) et %(T, 0)=g(r) pour 0<r<R.

Nous supposons aussi que, pour tout ¢t = t¢ fixé, la fonction r — u(r,tg) est bornée si r € [0, R]. Cette
condition correspond au fait qu’en tout temps le déplacement vertical de la membrane est borné.

Nous allons utiliser la méthode de séparation de variables. Dans cette méthode, il nous faut dans un
premier temps étudier un probleme intermédiaire. Dans le cas présent, ce probleme est

0?u o (0?u  10u
* — ===+ = avec la condition u(R,t) =0, ot u=u(r,t), 0<r <R, t > 0.
() {3t2 or2  ror (R,1) (rt), 0<r< =
Nous cherchons ensuite & déterminer des solutions non triviales u de la forme spéciale u(r,t) = F(r)G(t).

En substituant cette solution dans ’EDP et en séparant les variables, nous obtenons
G// F// F/
FG"=A(F'G+r7'F'G) = —m=—7+—7.
( * ) e F * rF

Cette derniere équation est obtenue en divisant les deux c6tés de la premiere équation par c2FG. Ici F’ et
F" désignent les dérivées premiere et seconde de F par rapport a r, alors que G’ désigne la dérivée seconde
de G par rapport a t. Parce que le terme de gauche de la derniére équation est une fonction de ¢ seulement
et celui de droite, une fonction de r seulement, alors ces deux termes doivent étre égaux a une constante .
Nous avons donc

2 - F o) " APG =0,

G’ F" F { rF" + F' — \rF = 0;
=

La condition & la frontiere u(R,t) = 0 pour tout t > 0 a conséquence que u(R,t) = F(R)G(t) = 0 pour
tout t > 0. Comme nous cherchons des solutions non triviales, alors il existe une valeur de ¢t = tg telle que
G(to) # 0 et conséquemment F(R) = 0 en considérant u(R,tg) = F(R)G(tp) = 0. De plus, comme nous
supposons aussi que la fonction r — u(r, t) est bornée si r € [0, R] pour tout ¢t = ¢, fixé, alors F(r) est une
fonction bornée sur 'intervalle [0, R).

Ainsi nous avons le systéme suivant:

r?F" +rF' — \r?F =0 avec F(R) =0 et F(r) bornée sur [0, R];
G" — \c*G = 0.
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Parce que F(R) = 0 et que F(r) soit une fonction bornée sur I'intervalle [0, R], alors il est possible de
montrer que la constante A < 0. Nous verrons cette preuve plus tard dans le chapitre. Nous allons pour
I'instant admettre ceci et poursuivre notre exposition de la méthode de séparation de variables.

Notons A = —p? ot1 p > 0 et considérons aussi la nouvelle variable s = pr. Nous allons récrire I’équation
r2F" 4+ rF' — M\r2F = 0 en terme de cette nouvelle variable s. Nous obtenons de la régle de chaines que

dr ds dr Tds’ e dr

dFF  dF ds dFF  d*°F d dF d dF\ ds G d*F
_ _ R ey
dr ds

- Pas) = as \Pas

En substituant dans I’équation différentielle r2F” + rF’ + (pr)?F = 0, nous obtenons

2 2 2
] G d°F s\ dF 9 G d°F dF 9
- — - | p— F=0 = — — F=0.
(p) D d52+(p>pd5+8 s d52+8d5+8

Ceci est I'équation de Bessel de parametre v = 0. (On dit aussi d’ordre v = 0.)
Nous allons maintenant rappeller ce qu’est ’équation de Bessel et ce que sont les fonctions de Bessel.
L’équation de Bessel de paramétre (ou ordre ) v est

> f daf
2 2 2 .
== 4+ 22— + (v =0. éq. |1
@y (éa. [1)
Nous pouvons supposer que v > 0. C’est une équation linéaire homogene d’ordre 2. Conséquemment pour
décrire toutes les solutions de I’équation [1], il nous faut déterminer deux solutions f; et fy linéairement
indépendantes et toutes les solutions seront alors des combinaisons linéaires Af; + Bfs.

Si u € R, nous noterons par J,(z), la série suivante

N (—1)m s S
ulz) = (2) mz_o((m') F(ulerJrl)) (5) ou F(y):/o e rald

est la fonction gamma.
Lemme 1 a) La série

S (e Y
Lo \(m) D(p+m+1) ) \2
converge pour tout z € R.

b) Si p > 0, alors J,(z) est définie pour tout z > 0.

¢)Sipe€Z, p=—-n<0avecn e N, alors J_,(z) = (—1)"J,(z) et J_,,(z) est définie pour tout z > 0.

d) Sip<0etpdZ, alors J,(z) est définie pour tout z > 0 et

lim J,(z) =

z—0t

oo, sil(p+1)>0;
—o0, sil(p+1)<0.

Preuve. a) Remplacons (2/2)? par w et considérons la série (en w) ainsi obtenue

> (Gt ™

m=0

Le rayon de convergence p de cette derniere série est

= lim ’ ((=1)™/(m!) T(su + m + 1)) ’: - ’(m+1)! T(u+m+2)
m—oo | ((=1)™+1/(m 4+ 1)! T'(u+ m + 2)) m! T(p+m+1)
= lim | (m+1) (n+m+1) | = oo,

m— 00
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& cause de I’équation fonctionnelle T'(y 4+ 1) = yI'(y). De ceci, nous obtenons que la série

S (i) ()

m=0

converge pour tout z € R.

b) Si u > 0, alors

Z\H s (=™ z\2m
G = X (3)
2 S \(m) D(p+m+1) ) \2
sont définies pour tout z > 0. Donc J,,(z) est bien définie pour tout z > 0.

¢) Sip=—-n<0avecn €N, alors

=™

m! D(—n+m+1)

=0 sim=0,1,2,...,(n—1)

parce que I'(k) = +oo si k € Z et k < 0. Conséquemment

Ton(z) = (;)_nmz_:o <(m!) I‘((—:L)—T:m + 1)> (%)2m - (;)_nmzzn <(m!) F((—i)—:—nm + 1)) (%)Qm
2\ —1)mtn 2\ 2(m+n) 2\ — 1™ z\2m
- (5) Z <(m —|—(n)1!)F(m + 1)> (5) "= (=1)" (5) Z (F(m —S— nl:— 1) m!> (5)

parce que I'(k + 1) = k! pour tout k € N. A cause de b), nous avons que J,(z) = (—1)"J,(z) est définie
pour tout z > 0.

d) Sip<0etpyeZ, alors

N (1" N
(3) @ mz_((m!) F(u1+m+1)>(2)

sont définies pour tout z > 0. Lorsque z — 0, alors la série

S (i) ()

m=0

approche 1/T'(u + 1) et comme p n’est pas un entier cette derniere valeur est bornée. Mais la fonction

)

diverge vers oo si z — 07 parce que p est strictement négatif. Ceci complete la preuve de d). D

La fonction J,(2) est la fonction de Bessel du premier type de paramétre (ou encore d’ordre
). Nous avons tracé a la figure [1] le graphe des fonctions J; /2(2) et J3/2(z) pour z € [0,10] et & la figure
[2] le graphe des fonctions J_;/5(2) et J_3/2(z) pour z € [0,10].
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J (%)

—

0.6 -
J ()
312
0.4 - «—
0.2
0 ‘ ‘
2 8 10
X
-0.2
Figure [1]
2 A & 8
0 ‘ X ——
J. . (x)
-2 - -12
L3, (0)
_4 i
-6
-8 1 Figure [2]

Théoréeme 1 Si v ¢ Z, alors la solution générale de I'équation de Bessel (éq. [1]) est de la forme
AJ,(z) + BJ_,(2), ou J,(2) et J_,(2) sont les fonctions de Bessel du premier type de parametre v et —v
respectivement et A, B sont des nombres réels quelconques.
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Preuve. 1l suffit de vérifier que les deux fonctions J, (z) et J_,(z) sont des solutions de 1’équation [1] et
qu’en plus elles sont linéairement indépendantes.
Nous avons que 22J% () + 2J,(2) — (£v)%J1,(2) est égale &
S U@y 1) sy S5 DM E)
m! T'(+v + m + 1)22m+v m! T(+v + m + 1)22m+v

m=0 m=0

_ io: (_1)m(iy)2 Z2mil/.
L=om! D(tv +m+ 1)22m+v

Ainsi nous obtenons en regroupant les termes que 22JY (2) + 2J,(2) — (£v)?J1,(2) est égal &

= (C)M[@m ) @mr—1) + @nEr) - @] e S (CDMm ) o,
Z:: m! T(+v +m + 1) 22m+v A = Z m! T(+v +m + 1) 22m+v :

m=0 m=0

= i (_1)m4m (m + V) ZQm:I:V _ i (_1)m+14(m + 1) (m tv+ 1) ZQm:tV+2
m! (v +m + 1) 22m+v (m+ D) T(£v + m + 2) 22(m+D)Ev

m=1 m=0

oo

=02 v o Joe 2 = ()P )

Nous obtenons donc que 22JY,(2) + 2J,(2) + (2% — (£v)?)Jx,(2) = 0. Ainsi J,(2) et J_,(z) sont des
solutions de I’équation de Bessel d’ordre v.

Pour montrer que les fonctions J,(z) et J_, (z) sont linéairement indépendantes, une fagon est de calculer
leur wronskien
Ju(z)  J-u(?)
Ji(z) JL,(2)

et montrer que cette fonction n’est pas nulle. Nous ne ferons pas ce calcul dans ces notes, mais il est possible
de montrer que

W (), T (2)) = \

W (2), Ty (2)) = —2500T)

4

Parce que v ¢ Z, alors sin(vm) # 0 et le wronskien W (J,(z), J_,(z)) est non nul. De ceci, nous pouvons
conclure que J,(z) et J_,(z) sont deux solutions linéairement indépendantes de ’équation de Bessel de
parametre v et que la solution générale de cette équation est AJ,(z) + BJ_,(z) (siv & Z). =

Nous n’avons pas expliqué comment ces fonctions ont été obtenues. Il faut utiliser la méthode de
Frobenius, i.e. que nous supposons que la solution est de la forme z# Zfi:o amz™ avec ag # 0, en dérivant
terme-a-terme et en remplagant dans I’équation de Bessel de parameétre v, nous obtenons

ao(p? —v?) 2" +ar (i +2p+ 1 —v?) 2#T 4 Z am[(m 4 1) = V2] + apoz™ T = 0.

m=2

Chacun des coefficients devant les 2™ +# doit étre 0. Comme ag # 0 et que ag(u? — v?) = 0, nous pouvons
conclure que p = v ou —v. Si nous considérons maintenant a; (u*+2p+1—v?) = 0 pour y = v ou —v, nous
obtenons a1 = 0. Plus précisément si v # —1/2, nous obtenons que a; = 0. Si v = —1/2, nous pourrions
avoir a; # 0, mais dans ce cas, la somme z~1/2 Y m Gm 2™, avec m impair dans la somme, sera un multiple de
J1/2(2). Comme ses termes sont déja pris en compte, nous pouvons aussi supposer dans ce cas de v = —1/2
que a; = 0. Finalement de a,,[(m + p)? — v?] + am—2 = 0, nous obtenons la relation de récurrence

-1

m Ay —2 sim Z 2.

Oy =
De ceci et du fait que a; = 0, nous obtenons facilement que a,, = 0 si m est impaire. Nous obtenons J,(z)

et J_,(z) en prenant
1

W BT (1)
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dans la relation de récurrence et en calculant a,, pour tout entier m pair.

Le théoreme 1 nous est que partiellement utile. En effet ce que nous avons a résoudre c’est plutot
Péquation de Bessel de parametre v = 0. Si v = n € N, alors les fonctions J,(2) et J_,(z) sont bien des
solutions de I’équation de Bessel de parametre v, mais ces deux fonctions sont linéairement dépendantes. En
effet, comme nous ’avons noté dans la preuve du théoreme 1, le wronskien dans ce cas est

W (n(2), T n(2)) = —2220T)

w4

Nous avons vérifié au lemme 1 ¢) que J_,,(2) = (=1)"J,(z). Il nous faut donc déterminer une autre solution
linéairement indépendante de J,(z) pour nous permettre d’écrire la solution générale de 1’équation de Bessel
de parametre v =n € N.

Nous définissons la fonction de Bessel du deuxiéme type de parameétre n comme étant la limite

Jy (%) cos(vr) — JV(Z)> |

sin(v)

Y,(2) = lim <

v—n

Théoréme 2 Si v = n € Z, alors la solution générale de I'équation de Bessel (éq. [1]) est de la forme
AJ,(z)+ BY,(z), ot J,(z) et Y,,(z) sont respectivement les fonctions de Bessel du premier et deuxiéme type
de parametre n.

Preuve. 11 suffit de vérifier que les deux fonctions J,(z) et Y, (z) sont des solutions de I’équation [1] et
qu’en plus elles sont lindairement indépendantes. Nous savons déja que J,(z) est une fonction. Pour ce qui
est de Y,,(2), nous avons que si v € R, alors

Jy(z) cos(vm) — J_,(2)

sin(v)

Y. (2) =

est aussi une solution de ’équation de Bessel de parametre v parce que cette équation est linéaire homogene
et que J,(z) et J_,(z) sont des solutions. Ainsi

2Y)(2) +2Y0(2) + (22 =), (2) =0 = lim 22Y)(2) + 2V (2) + (22 =AY, (2) =0 =

rv—n

2V (2) + 2Y ) (2) + (22 = n?)Y,(2) = 0

Disons qu’ici nous trichons un peu. Parce que nous supposons que

lim ¥ (2) = (1im YV(Z))’ =Vi(x) et limY/(z)=(lim Yl,(z))u —Y'(2).

n
v—n v—n v—n v—n

Mais il y a une autre facon de procéder. Il est possible de déterminer Y,,(z). En effet,

T m! 4 2

Yo(2) = C(z/2) "—_1 (n—m—1)! <z2)mJr %ln (f) 7.(2)

[}

m

(2/2)"

™

(=z2/4™
m!(n +m)!

M8

[W(m+1)+v(n+m+1)]

m=0

3

3

ou

1 1 1
¥(1) = —v (constante d’Euler) i.e v = lim (1 ottt ln(i)) = 0.57721566490.. . .
1—00 2
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De cette expression il est alors possible de vérifier que Y,,(z) est bien une solution de I’équation de Bessel de
parametre n. Nous laisserons a I’étudiant le soin de faire cette vérification.

Pour montrer que les fonctions J,(z) et Y;,(z) sont linéairement indépendantes, une facon est de calculer
leur wronskien
Jn(2)  Ya(z)

W (Jn(2),Yn(2)) = ’ J(z) Y!(z)

et montrer que cette fonction n’est pas nulle. Nous ne ferons pas ce calcul dans ces notes, mais il est possible
de vérifier que

Donc le wronskien W (J,,(z),Y, (%)) est non nul. De ceci, nous pouvons conclure que J,(z) et Y;,(z) sont
deux solutions linéairement indépendantes de I’équation de Bessel de parameétre n et que la solution générale
de cette équation est AJ,(z) + BY,(z) (siv=mn € N). D

Nous avons tracé a la figure [3] le graphe des fonctions Jo(z), Ji1(2) et J2(z) pour z € [0,10] et & la
figure [4] le graphe des fonctions Yy(z) et Y1(z) pour z € [0, 10].

1

/ JO(X)
0.8 1 e

0.6 1)

0.4 1

0.2

10

0.4 ]

Figure [3]

Cette derniere figure illustre un point qui sera important pour nous, c’est que la limite de Y,,(z) approche
—o0 si z approche 0F. En effet,

J,(2) cos(vm) = J_, (2)
( )

sin(vm)

= lim lim

lim Y,(z) = lim lim Jim lim,

z—0t z2—0t v—n

= —00

J,(2) cos(vm) = J_, (2)
( )

sin(v)

parce que J,(0) = 1siv =0et 0siv # 0, alors que lim, o+ J_,(2) =cosi '(—v+ 1) > 0 et = —o0 si
I'(—v+1) < 0. Mais I'(—v+1) > 0 si et seulement si sin(vm) > 0. Nous obtenons bien que lim, g+ Y, (2) =
—oo. Dans cet argument, nous trichons un peu parce qu’a un certain point nous intervertissons la limite
lorsque z approche 07 et la limite lorsque v approche n. Une autre fagon de vérifier que Y,,(z) approche —co
est de considérer ’expression donné a la page 82 de Y,,(2). Cette expression contient entre autres un terme
de la forme 21n(z/2)J,,(z)/m et ce dernier diverge vers —oo lorsque z — 0.
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—0.8 - ¥y(x)

2] \

] Y, (x)

] Figure [4]

Il est possible de montrer que si les valeurs de z sont pres de 0, alors
Jo(2) =1, Ji(2) = 2/2, Jo(2) = 2%/8, Yo(z)=~2In(z)/m, Yi(z)~ —2/(nz), Ya(z)=~ —4/(12%).

Pour des valeurs de z tres grandes, (z — o0), alors

Il y aurait encore beaucoup a écrire, mais nous allons maintenant fermer notre parenthese sur I’équation
de Bessel et les fonctions de Bessel.
Si nous revenons a ’équation d’onde pour une membrane circulaire, nous en étions a ’équation suivante:

d*F dF
2 2
— +s— +s°F=0.
T

Donc F' comme fonction de s sera de la forme AJy(s) + BYy(s) ot A et B sont des nombres réels, parce que
ceci est la solution générale de ’équation de Bessel de parametre v = 0. Comme s = pr, alors F' comme
fonction de r est F(r) = AJy(pr) + BYy(pr). Rappelons que F' doit étre une fonction bornée pour r € [0, R].
Pour que ceci soit vérifié, il faut nécessairement que B = 0. Sinon comme la limite

rli%l+ YO(pT) = =00,

F n’est pas bornée. Conséquemment F(r) = AJy(pr). Nous pouvons supposer que A # 0 de fagon & ne pas
avoir une solution triviale.

Si nous considérons maintenant la condition F(R) = 0, alors Jo(pR) = 0, i.e. pR est un zéro de Jy.
Rappelons qu'un nombre réel a est un zéro de Jy si et seulement si Jo(a) = 0. Il est possible de montrer
que la fonction de Bessel Jy a une infinité de zéros réels positifs: 0 < a3 < as < az < .... Il existe des
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tables des valeurs de ces zéros. Ainsi oy = 2.4048..., ag = 5.5201..., ag = 8.6537..., oy = 11.7915.. .,
as = 14.9309. .. etc. Ces zéros sont disposés irrégulierement. Donc pR = «a,, pour un certain n > 1.
Conséquemment pour chaque valeur de n € N, n > 1, nous avons

n= () rem () i - (%)

respectivement comme valeurs possibles de p, de A et de F' correspondant a cette valeur propre A. Il nous
reste & considérer I’équation différentielle

ca,

2
R> G=0 pour A= \,.

¢"-APG=0 = "+
La solution générale de cette équation est
nl . nt
Gn(t) = C cos (ci% ) + Dsin (CC]; ) .

De tout ce qui précede et en remplacant AC et AD par a,, et b,, nous obtenons que

Jo (%) [an cos (Cogt) + b, sin (Cogt)]

est une solution du probleme intermédiaire

2 2
(%) {g:; =2 (ZTZ + igj) avec la condition u(R,t) = 0.

Comme cette EDP est linéaire homogene et que la condition a la frontiére est aussi homogene, nous
pouvons alors utiliser le principe de superposition pour obtenir la solution formelle

u(r,t) = ; Jo (%) [an cos (C(th) + b, sin (cogt)]

du probleme (x).
Si nous voulons en plus qu’une telle solution satisfasse aussi les conditions initiales, nous voulons donc
que

i anJo (%) = f(r) et i (%) bnJo (%) =g(r) pour tout r € [0, R].
n=1

En conclusion, si nous voulons compléetement déterminer le déplacement vertical d’'une membrane cir-
culaire, il nous faut pouvoir exprimer les fonctions f(r) et §(r) comme des sommes de fonctions Jo(%55).
On dit que de telles sommes sont des séries de Fourier-Bessel.

Nous verrons plus tard que

Qp = (%) /OR rf(r)JO (%) dr et b, = (wanR?If(an)) /OR rg(r)Jy (%) dr

pour n € N,n > 1.

Nous obtenons facilement ce qui précede en utilisant les relations d’orthogonalité pour les fonctions de
Bessel. Nous allons maintenant seulement énoncer ses relations. Leur preuve sera faite au prochain chapitre
sur les problemes de Sturm-Liouville.

Si0 < arm < Qam < agm < ... sont les zéros positifs (> 0) de la fonction de Bessel J,,(z) de parametre
m € N et A\ = @ /R pour n = 1,2,. .., alors les fonctions suivantes Jy,, (A1 2), Jm(A2mz), Jm(Azmz), - -
forment un systéme orthogonal sur l'intervalle [0, R] par rapport & la fonction de poids p(z) = z, i.e.

R
/ 2dm(Anm2) Im(Akmz) dz =0 si k #n.
0
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Il faut aussi utiliser la norme de ces fonctions, i.e.

2 R 2 R2 2
oo = [ 27 0m) d = T2 s iR

Nous verrons aussi cette formule au prochain chapitre.
Pour clore ce chapitre, il nous faut encore montrer que la constante A dans le probleme

r?F" +rF' — \?F =0 avec F(R) =0 et F bornée sur [0, R]

ne peut étre que strictement négative, i.e. A < 0. Nous avons fait cette hypothese dans notre étude du
probléme intermédiaire (*), mais nous ne l’avons toujours pas vérifié. Il nous faut donc exclure les cas A = 0
et A > 0.

Si nous commencons par le cas A = 0, alors r2F” +rF’ = 0. Donc F'(r) = cr~! avec ¢ une constante
et F(r) = cln(r) + ¢ ol ¢ est une autre constante. Pour que F soit bornée sur [0, R], alors ¢ = 0. Parce
que F(R) = 0, nous obtenons ¢’ = 0. Ainsi si A = 0, nous obtenons que F' = 0 et comme nous cherchons des
solutions non triviales, nous pouvons exclure ce cas.

Si maintenant nous considérons le cas A = p?, alors notre équation différentielle devient r2F" + rF’ —
(pr)?F = 0. En considérant la nouvelle variable s = pr, nous obtenons en utilisant la régle de chaines

d*F dF
SQE +s£ —s’F =0.

Ceci est une équation différente de 1’équation de Bessel. Nonobstant cette différence, ces équations ont
aussi été bien étudiées. La solution générale est de la forme Aly(s) + BKy(s) ou les fonctions Iy et Ky
sont les fonctions de Bessel modifiées. Il est connu que Ip(z) > 0 pour tout z > 0, Ip(0) = 1 et que
lim, ¢+ Ko(2) = c0. Donc nous aurions que F(r) = Aly(pr) + BKo(pr) pour tout r € [0, R]. Comme nous
voulons que F' soit bornée comme fonction de r, alors B = 0 sinon, a cause de lim,_ o+ Ko(z) = 0o, nous
aurions une contradiction. Ainsi F(r) = Aly(pr). Comme Iy(z) # 0 si z > 0 et parce que F(R) = 0, nous
obtenons alors que AIH(R) =0 = A =0. Donc F = 0. Mais ceci est impossible si nous voulons que la
solution u ne soit pas triviale. Nous devons exclure ce cas.

Nous avons tracé a la figure [5] le graphe de Iy(z) et Ko(z) pour z € [0, 3].

1

Kx)

e

04 08 12 16 2 24 28 «x
Figure [5]
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Exercice 9.1
Développer les fonctions suivantes f(z) sur U'intervalle [0, R] oi R > 0 en série de Fourier-Bessel de la forme

-y an®
I)_;a"‘]‘)( R)

ou Jy est la fonction de Bessel du premier type de parametre v = 0 et «a,, est la n iéme racine positive de
Jo(z) en sachant que (¥ J,(x)) = z¥J,_1(x).

a) f(z) =1 pour tout x et R > 0 est quelconque.

b) f(x)=1—-2%et R=1.

c) flx)=1—2atet R=1.

Exercice 9.2 (1)
Rappelons que ’équation d’onde en coordonnées polaires est

Ou_ (P 10P 1ow
o2 or2  r2002  ror

) ou u = u(r,0,t). (éq. [2])

Nous allons résoudre le probleme de 1’équation d’onde pour une membrane circulaire de rayon R en ne
supposant pas que u soit indépendant de 6.

a) En utilisant la substitution u(r,6,t) = F(r,0)G(t) dans I'équation [2], montrer que nous obtenons les
deux équations
d*G .

R2F 10F 1 0*F ,
5zt oo T g tHF = (éq. [4])

ou k est une constante.

b) En utilisant la substitution F(r,8) = H(r)L(6) dans 1’équation [4], montrer que nous obtenons les deux
équations

0?L

JRN— 2 — A
ETD +n°L=0 (éq. [5])
H  dH
2 2 2 _ ‘
ria T (k)T =0t )H =0 (6q. [6])

ou n est une constante.

¢) Montrer que

u(r,6,t) ZZumnrﬁt—i—ZZumnret

n=0m=1 n=1m=1

est une solution de I’équation [2] qui satisfait la condition u(R,#,t) = 0 pour tout 8 € [0,27] et t > 0, ol

U (7, 0,t) = [Am,n cos (W) + B, nsin (MRM)] Jn (an}%nr> cos(nd) et

mnt . mnt m.,n .
(1828 = | A0 () i ()|, (25 ) singo).

Ici J,(z) désigne la fonction de Bessel du premier type d’ordre n, u, , est la m iéme racine positive de

In(2).
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Exercice 9.3
Montrer que

oo
exp (S(—th) = 30 () ()
en utilisant le fait que
o0 :L'n
exp(z) = Z e
n=0
Exercice 9.4
Montrer que
etz sin(0) )+ 2 Z Jon(z) cos(2n8) + 24 Z Jon—1(2) sin((2n — 1)0) (9)
n=1
cos(zsin(f)) )+2 Z Jan(z) cos(2n0)
sin(zsin(6)) = 2 Z Jon—1(z)sin((2n — 1)0)

en posant t = ¢’ dans (#), ol i = /—1.

Exercice 9.5
Montrer que
1 27

— cos(nf — zsin(0)) df = J,(2)
27
en utilisant # 2 et I'orthogonalité des fonctions trigonométriques.

Exercice 9.6
Montrer que

e#c3(0) — J(z (Z )" o (2) cos(2n6) ) + 2i <Z )" 1 (2) cos((2n — 1)0))

n=1

cos(z cos(h)) )+ 2 Z )" Jo,, (2) cos(2n6)
sin(z cos( Z )" o _1(2) cos((2n — 1)8)
n=1

Exercice 9.7
Montrer que

d d/, o
ﬁ((]o(a:)) =—Ji(z) et %<x J,,(a:)) =2"J,_1(z) pour tout v € R.
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Exercice 9.8
Posons

outaeR a>0,a,beN,b>0.

(a) Si @ > 1, alors montrer que

2a
Ia,b = (042) Iafl,bJrl-
(b) Montrer que Iy, = a’Jy(a).
(c) Montrer que I, = 2%(a!) a®=2 J,1p(a).

Exercice 9.9
Déterminer la solution u = u(r,t) du probleme

Pu [82u 1 0u

. Z 4 = <r< <
92 8r2+r67‘} avec 0 <r <R, 0<t

et tel que u(R,t) = 0 pour tout t > 0,
; r\2]" ou
u(r,0) = f(r) = [1 - (*) ] et E(T’ 0)=g(r)=0 pourtout 0 <r <R.

Icipe N, p>0.
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CHAPITRE 10
Les problémes de Sturm-Liouville.

Dans ce chapitre, nous présenterons un cadre général qui permet de montrer que certaines fonctions sont
orthogonales entre elles. A plusieurs occasions jusqu’a maintenant, nous avons eu a utiliser ’orthogonalité
de certaines fonctions pour obtenir une expression de conditions initiales comme des séries de Fourier ou des
généralisations de ces séries, par exemple les séries de Fourier-Bessel. Tous ces cas étudiés sont similaires en
ce qu’ils sont des problemes de Sturm-Liouville.

Nous allons premierement décrire ce qu’est un probleme de Sturm-Liouville. Ensuite nous montrerons
l'orthogonalité de solutions non nulles d’un tel probléeme correspondant a des valeurs propres distincts.
Nous terminerons en montrant I’orthogonalité des fonctions de Bessel et en calculant aussi la norme de ces
fonctions. Ceci fait, nous aurons ainsi completer les preuves du chapitre précédent.

L’équation de Sturm-Liouville est I’équation différentielle ordinaire

% <7‘(x) (CZ) + (q(z) + Ap(x)) y=0 oux € [a,b)]. (éq. [1])

Ici p(z), r(x), g(x) sont des fonctions données & valeurs réelles définies sur I'intervalle [a, b, r(z) Z 0y = y(z)
est une fonction & déterminer, A est une constante quelconque a déterminer aussi. Bien que I’équation de
Sturm-Liouville ait une forme spéciale, beaucoup d’équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 2
sont équivalentes & une équation de Sturm-Liouville. Plus précisément, si les fonctions oy (x), az(x) et as(z)
définies sur 'intervalle [a, b] sont telles que a4 (x) # 0 pour tout = € [a, b] et que la fonction aq(x)/aq(x) est
intégrable sur [a, b], et si nous définissons

r(z) = exp Uf as(1) dt} »oqlz) = 23() r(z), plz)= r(z)

al(t)

alors I’équation différentielle ordinaire

d?y

@—&—ag(x) @—&—(ag(x)—&—)\) y=0 ouz¢€la,b (éq. [2])

o(z) dx

est équivalente a 1’équation de Sturm-Liouville

% (r(z) Zz) + (glz) + Ap(z)) y = 0.

En effet,
d dy\ Py | dr o dy d*y  as(x) T as(t) dy
s (’”@“‘) m) =)t W e T e O / o) ¥ a
d*y  as(w) dy
= r(z)@ o (2) r(x) e

En substituant ceci, ainsi que les expressions pour p(z) et r(x) dans I’équation de Sturm-Liouville, nous
obtenons

d?y

dz?

r(a) TV 4 02@) oy dy (“3(””)’"(‘”)

r(x)
dz?  aq(x) ri@) dx

an(@) Y 4 (as(a) +A) y = 0.

A
+ dx

ar(@) a1<x>)y:0 > o)

Nous obtenons cette derniére équation en multipliant les deux cotés de la premiere équation par aq (z)/r(z).
Parce que r(z) est I'exponentielle d’un nombre réel, alors r(z) > 0 et qu’ainsi la division par r(z) pour tout
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x € [a,b] est bien définie. Nous avons obtenu Iéquation [2]. Si y = y(x) est une solution de I’équation de
Sturm-Liouville, alors y sera aussi une solution de 1’équation [2]. La réciproque est aussi vraie, i.e. si y est
une solution de ’équation [2], alors y est une solution de I’équation de Sturm-Liouville avec les fonctions
p(x), q(z) et r(z) définies comme ci-dessus.

Un probléme de Sturm-Liouville est une équation de Sturm-Liouville

2 (0 )+ o)+ ) 5 =0 ot € fat]

avec en plus des conditions aux extrémités de l'intervalle [a, b] de la forme

) { (a) kiy(a) + kay'(a) =0 o ki, ke sont deux nombres réels tels que (ki, ko) # (0,0) et
*
=0

(b)  Lyy(b) + L2y (b) ou ¢y, 45 sont deux nombres réels tels que (¢1, £2) # (0,0).

Ici kq, ko, £1 et €5 sont des nombres réels donnés et A est un parametre quelconque.

Une solution d’un probleme de Sturm-Liouville est une fonction qui satisfait a la fois ’équation de Sturm-
Liouville et les conditions (). La fonction triviale y = 0 est clairement une solution pour tout probléme
de Sturm-Liouville. Les solutions y # 0 (si elles existent) sont dites étre les fonctions caractéristiques
ou encore fonctions propres du probleme et, dans ce cas, la valeur A\ pour laquelle une telle solution
existe est la valeur propre ou caractéristique de cette solution. Ces notions sont les mémes que celles
de Talgebre linéaire. Si p(x) # 0 pour tout x € [a, b], alors nous pouvons considérer 'opérateur linéaire

v s | (R ) +aten] = 2

défini sur 'espace vectoriel approprié de fonctions. Dans ce cadre, une fonction caractéristique du probleme
de Sturm-Liouville et sa valeur propre correspondante sont respectivement un vecteur propre de L et la
valeur propre associée a ce vecteur propre.

Nous pouvons illustrer ces notions pour le probleme de Sturm-Liouville:

0)=0;
y" + Ay = 0 sur l'intervalle [0, 7] avec les conditions: (%) { y(0) 0

Nous avons rencontré plusieurs fois cette équation avec exactement ces deux conditions. Si A < 0, alors
la seule solution du probleme est la solution triviale y = 0. Si A = v2 > 0, alors la solution générale de
Péquation est y(x) = Acos(vz) + Bsin(vx). Si nous considérons les conditions (%), alors

y(0)=0 = A=0 et y(n)=-Acos(vm)+ Bsin(vr)=0 = Bsin(vmw)=0.

Comme nous voulons déterminer des solutions non triviales et que A = 0, nous pouvons supposer que
B # 0. Conséquemment sin(vw) = 0 = v = £1,£2,43,.... Ainsi les fonctions sin(z), sin(2z),
sin(3x),...,sin(nx) ... avecn € N, n > 1 sont les fonctions caractéristiques du probléme et les valeurs propres
correspondantes sont respectivement A = 1,4,9,...,n2,... avec n € N,n > 1. Nous n’avons pas & prendre
en compte les valeurs de n € Z, n < —1 car sin(—0) = —sin(f) pour tout 6 et ainsi sin(—nx) = — sin(nz)
pour n € N, n > 1.

Les fonctions caractéristiques d’un probléme de Sturm-Liouville satisfont une relation d’orthogonalité.
Nous allons maintenant énoncer et démontrer ce résultat.

Proposition 1 Soit le probléeme de Sturm-Liouville sur I'intervalle [a, b]

a (m) ?) +(qx) + Ap(@)) y =0 obx € [a,b],

avec comme conditions aux extrémités

) (a) kiy(a)+ key'(a) =0  ou kq, ks sont deux nombres réels tels que (ki1, k) # (0,0) et
*
(b)  L1y(b) + L2y’ (b) =0  ou £q,f3 sont deux nombres réels tels que (¢1,42) # (0,0).
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Nous supposerons que les fonctions p(z), ¢(z), r(z) et 7/ (x) sont & valeurs réelles et continues sur l'intervalle
[a,b]. Siym(z) et yn(z) sont deux fonctions caractéristiques de ce probléme correspondant respectivement &
des valeurs propres A, et A, distinctes, alors les fonctions y,,(x) et y,(z) sont orthogonales sur U'intervalle
[a, b] par rapport & la fonction de poids p(z). De plus, si r(a) = 0, alors seule la condition (b) suffit pour
obtenir l'orthogonalité des fonctions y,(x) et y,(x); si r(b) = 0, alors seule la condition (a) suffit pour
obtenir I'orthogonalité des fonctions y,,(x) et y,(x). Finalement si r(a) = r(b) et qu’au lieu des conditions
(%) nous avons plutdt les conditions

y(b);
() v'(a) =9y'(b);

alors 1a aussi nous avons 'orthogonalité des fonctions y,,,(z) et y,(x).

Preuve: Comme y,,(z) et y,(x) sont des fonctions caractéristiques pour les valeurs propres A, et Ay,
alors nous avons

d d(ym)
dx (r(x) dx

)+ @) hmp) =0 et () ) (gt + Aupte) 3 =

En multipliant la premiere équation par y,, la seconde par —y,, et en additionnant le tout, nous obtenons
_ . d d(yn) d d(ym)
o = Ao (2 2) = g (1) D2 ) =, 2 () )

_ 4 (T(x)d(yn)ym o) d(ym)yn> . v

dx dx dx

Parce que les fonctions r(z), (), ym(x), yn(z), y,,(z) et y,,(x) sont continues sur [a, b], alors

o (@ 1y ), )

est une fonction continue et nous pouvons donc 'intégrer sur Uintervalle [a, b]. Noter que r(x) et /(x) sont
continues par hypothése et que nous supposons aussi que les fonctions y,,(x), yn(z), yh,(x), y.(z), yi. ()
et y/(x) sont continues sur l'intervalle [a,b]. Le fait que ym,(z), yn(z), y,,(z) et y,,(x) sont dérivables nous
assure que ces fonctions sont continues. Nous obtenons donc en intégrant

O =) [ ptum @ @yts = [ (s 802y, () 022y, ) o

b
((r@ ™ =), )
() [ 815, 0) — 0 8] — (@) [y @) — () ).

Vérifions que cette derniére expression est nulle. La condition (a) signifie que le systéme d’équations linéaires

(smle) ) (2) = (0)

en z; et zo a au moins une solution (k1, k2) # (0,0) et ceci n’est possible que si le déterminant

ym(a) i (a)

‘ma) o (a) | = Bm(@) (@) =y (@) ya(a) =0.

Sinon nous aurions qu’une seule solution (21, 2z2) = (0,0). De méme, la condition (b) signifie que le systéme

d’équations linéaires
Y)Y (2) _ (0
yn(0)  yn(0) ) \ 22 0



en z; et zo a au moins une solution (¢1,¢2) # (0,0) et ceci n’est possible que si le déterminant

Y (b) ym(%) ’ = W (D)W, () = Y1 D)y (b)) =0,

Sinon nous aurions qu’une seule solution (z1, z2) = (0,0).
Donc de ce qui précede, nous pouvons conclure que

b b
o — M) / &)y (@)yn(z) dz =0 = / (@) (@) () dz = O,

parce que A, # A, signifie que (A, — A\,) # 0. Nous avons ainsi montré 1’orthogonalité.
Si r(a) = r(b) = 0, nous avons aussi que

b
[ r@m@ate) dr =0

sans qu’il soit nécessaire d’avoir recours aux conditions (x).
Sir(a) =0, alors

1

m?‘(b) [Ym (0),(0) = /3, (B)yn ()]

b
/ ()Y () yn () dx =

et cette expression est 0 seulement & cause de la condition (b) sans avoir recours a la condition (a).
Si r(b) = 0, alors en procédant comme ci-dessus, nous obtenons que

b
/ P(T) Y (2)yn (z) dz =0

a cause de la condition (a) sans avoir recours a la condition (b) cette fois.
Finalement si r(a) = r(b) et que nous avons les conditions (') au lieu des conditions (x), alors

b
(Am = An) / P&)Ym (2)yn ()dz = 7(D) [Ym ()Y (D) = U, (D)yn (D)) = 7() [Ym (a)yn(a) = yp,(a)yn(a)]
= 7(b) [ym )y, (b) = Y1 (0)yn (b) = ym(a)y, (@) + yin(@)yn(a)] = 0.

Ceci complete la preuve de la proposition 1. D

Jusqu’a maintenant nous avons toujours supposé que les valeurs propres étaient des nombres réels. Mais
comme nous le savons tres bien apres avoir étudié la notion de valeurs propres en algebre linéaire, il arrive
que des matrices dont toutes les entrées sont des nombres réels ont malgré tout des valeurs propres complexes
non réelles. Ceci ne peut pas se produire pour un grand nombre de probléemes de Sturm-Liouville. Dans ces
cas, les valeurs propres sont réelles. Nous allons maintenant exposer ce résultat. Ceci est similaire a ce qui
se produit pour les matrices symétriques ayant des entrées réelles.

Proposition 2 Soit le probléeme de Sturm-Liouville sur I'intervalle [a, b]

i <r<x> ?) +(q(x) + 2p(x) y =0 obrx € [a,b],

avec comme conditions aux extrémités

) { (a) kiy(a)+ key'(a) =0 ou kq, ks sont deux nombres réels tels que (ki1, k) # (0,0) et
*
=0

(b)  Lry(b) + L2y (b) ou ¢y, {5 sont deux nombres réels tels que (£, £2) # (0,0).

100



Supposons que les fonctions p(z), g(z), r(x) et 7/ (x) sont & valeurs réelles et continues sur l'intervalle [a, b].
Si p(z) > 0 pour tout x € [a,b] (ou encore p(z) < 0 pour tout x € [a,b]), alors toutes les valeurs propres du
probleme sont réelles.

Preuve: Supposons que A = a+ (i est une valeur propre du probleme avec o, 8 € R et i = /—1. Notons
par y(x) = u(z) + v(x)i une fonction caractéristique correspondant a cette valeur propre A, ol u(z) et v(z)
sont deux fonctions a valeurs réelles. En remplacant dans ’équation de Sturm-Liouville, nous obtenons

72 (10 G 1) 1) + )+ apla) + 50(0) ) (ule) + () ) = 0.

En considérant la partie réelle et la partie imaginaire, nous obtenons deux équations différentielles

2 (r(@ jz)

% (r(x) 3;) + (g(z) + ap(z))v(@) + Bp(z)u(z) =0

+

(q(z) + ap(x))u(x) — Bp(z)v(z) =0

En multipliant la premiére équation par v(x), la seconde par —u(z) et en additionnant les deux équations,
nous obtenons

30 ) + Hople) = o) 1 (@) 52 ) = vle) - () ) = 4 ) uo) G = r(o) olo) G

En intégrant sur U'intervalle [a, b], nous obtenons

b v U b
6 [ @)+ @) pte) do = (160 ule) 5 = i) o(e) 5

= r(b) [u(®)v'(b) — u'(b)o(b)] — r(a) [u(a)v'(a) — v’ (a)v(a)].

Mais cette derniére expression est nulle. En effet, si nous considérons les conditions (x), nous aurons

/ . . ’ ’ N U(a) ki + u/(a) ko = 0;
kiy(a) + k2y'(a) =0 = ki(u(a) +v(a) i) + ka2(u'(a) +0'(a) i) =0 = { v(a) 1+ /() ky = 0:

ainsi que

u(b) 81 + ’U/(b) 82 = 0,

Lyb) + Ly’ (D) =0 = Li(uwd)+v(d) i)+ l2(u'(b) +0'(b) i) =0 = { o(b) £ + v/ (b) £y = 0.

De ceci, nous pouvons conclure que le systeme d’équations linéaires en z; et zo
u(a) u'(a) z1y _ (0
v(a) v'(a) zo ) \O
a au moins une solution non nulle, & savoir (21, 2z2) = (k1, k2) et conséquemment le déterminant

u(@) (o)

Sinon seule la solution triviale est possible. De méme, le systeme d’équations linéaires en z1 et zy

G vi) (2)=(0)
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a au moins une solution non nulle, & savoir (z1, 22) = (¢1,¢3) et conséquemment le déterminant

u(b) u/(b
) )| = o) - o) o
C’est ainsi que nous obtenons que

b
3 / (u?(x) + v*(x)) pla) dz = 0.

Comme y est une fonction caractéristique, alors y # 0 et (u?(z) +v?(x)) # 0. De plus comme p(z) > 0 pour
tout x € [a,b] (ou encore p(z) < 0 pour tout z € [a,b]), alors

b
/ (u?(x) + v*()) plx) dz # 0.

Nous pouvons donc conclure que 3 =0et A = a € R. D
Nous disons d’un probléme de Sturm-Liouville sur I'intervalle [a, b]

% (T(m) ﬁ) + (q(z) + Ap(z)) y=0 otz € [a,0],

avec comme conditions aux extrémités

(%) (a) kiy(a) + kay'(a)
() Liy(b) + L2y (b)

=0 ol kq, k2 sont deux nombres réels tels que (k1,k2) # (0,0) et

=0 ol 4, ¥s sont deux nombres réels tels que (¢1,£2) # (0,0);

qu’il est régulier si les fonctions p(x), q(z), r(z) sont & valeurs réelles et continues sur [a, b] (en incluant les
extrémités a et b), que p(z) > 0 et r(z) > 0 pour tout x € [a, b].

Théoréme 1 Soit un probleme de Sturm-Liouville régulier. Alors
a) Toutes les valeurs propres du probleme sont des nombres réels.

b) Il existe un nombre infini de valeurs propres: A\ < Ag < Az < ... < A\, < .... Il existe une plus petite
valeur propre, mais il n’y a pas de plus grande valeur propre. Nous avons aussi lim,, .. A, = 00.

¢) Les fonctions caractéristiques dont les valeurs propres sont distinctes sont orthogonales sur Uintervalle
[a, b] par rapport & la fonction poids p(x).

d) Chaque espace propre correspondant & la valeur propre A, est de dimension 1 sur R. En d’autres mots,
si yn(x) et z,(x) sont deux fonctions caractéristiques pour la méme valeur propre )\, alors il existe une
constante k telle que z,(z) = ky,(x) pour tout x € [a,b]. De plus, chacune de ces fonctions caractéristiques
a exactement (n — 1) zéros dans Uintervalle ouvert |a, b[. Ici A, est la n iéme valeur propre.

e)Si y,(x) est une fonction caractéristique pour la n ieme valeur propre \,, alors il est possible d’exprimer
toute fonction f(z) lisse par morceaux sur lintervalle [a,b] comme une série de Fourier (généralisée) de
fonctions caractéristiques: y,(x),n € N,n > 1, i.e. nous pouvons associer & f(z) une série de la forme
Yoo 1 anyn(x) qui converge vers (f(zo+) + f(zo—))/2 & = x¢ €la, b[.

Nous avons démontré a) et ¢) pour un grand nombre de probléemes de Sturm-Liouville. Cependant nous
ne démontrerons pas les autres énoncés de ce théoreme. Une telle preuve nous éloignerait trop de notre étude
des équations aux dérivées partielles.

Pour clore ce chapitre, nous allons considérer plus attentivement les fonctions de Bessel. Nous ne
pourrons pas utiliser directement la proposition 1 dans ce cas pour démontrer ’orthogonalité. En effet, nous
verrons que la fonction ¢(z) du probléeme de Sturm-Liouville correspondant aux fonction de Bessel ne sera
pas continue sur I'intervalle [0, 1]. Cependant un argument trés similaire & celui utilisé dans la preuve de la
proposition 1 s’applique ici. Nous avons besoin d’un résultat préliminaire concernant les fonctions de Bessel
et leurs dérivées.
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Lemme 1 Si a > 0, alors

% {x”Jl,(x)} = a’J,—1(a); % [x_”Jy(x)} = —a""Jyy1(a);
Jy(@) + =7, (@) = J,-1(a); Jy(@) = 27, (@) = ~ T4 (a).

Preuve: Nous avons défini J,(z) au chapitre 9. Ainsi

v _ 1 - (_1)m 2(m+v)
v JV(x)iQTZ <m! v+m+1) 22m>$ ’

m=0

Nous pouvons calculer (z”.J,(z))" en dérivant terme-a-terme. Donc

oo

% {IV‘]”(I)} - 2% > <m! (v (;171)”; ) 22m) 2m +v)e

xT

2v—1 (_1)m
2v—1 = \m! T'(v+m

En évaluant a x = a, les séries ci-dessus convergent et nous obtenons que

d

- {zm(x)} =a"J,_1(a).

T=a

De facon analogue, nous avons

I - (=™ "
ey (2) = v Z (m! F(v+m—+1) 22m> o

m=0

Nous pouvons calculer (z7¥.J,(x))" en dérivant terme-a-terme. Donc

il = 3 X (g s iy oo

m=0

(]

I
N
[M]8

((m —1)! r(l(,_+11:+ 0 22m_1) L2m—1

(_1)m+1
QO,-i—l
m! T'(v +m + 2) 22m+1

v+

m=1

I
|~
M8

0

3
I

1 (_l)m
— vt Z L2m
vt e \m! D((v+ 1) +m+1) 227

En évaluant a © = a, les séries ci-dessus convergent et nous obtenons que

d —v —v
T [w J,,(x)} . =—a""J,41(a).
De I'équation
p -
| e
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nous avons va’~1J,(a) + a”J,(a) = a"J,_1(a). Apres avoir divisé par a”, nous obtenons J/ (a) + £.J,(a) =
J,,_l(a).
De I'équation

d

e [x_”Jl,(x)} . =—a "Jyy1(a),
nous avons —va~""J,(a) +a " J}(a) = —a~"J,41(a). Nous obtenons J)(a) — £.J,(a) = —J,11(a) apres
avoir multiplié par a”. Ceci complete la preuve du lemme. D

Nous allons maintenant montrer la relation d’orthogonalité des fonctions de Bessel, ainsi que la norme
de ces fonctions.

Proposition 3 Soit m € N. Notons par J,(z) (respectivement J,,,11(z)) : la fonction de Bessel du
premier type d’ordre m (respectivement d’ordre m + 1) et par 0 < ag;m < G2m < Qgm < ... < Wpm < ...
les zéros positifs de J,,,(z) en ordre croissant. Alors

1
a) / TIm (anm@) I (Apmx) dr =0 sil <k, 1<netk#n.
0

1 J2 o
b) / 2 J2 (apme) do = # sil<mn.
0

Preuve: a) Rappelons que J,,,(z) est une solution de I’équation de Bessel d’ordre m et qu’alors nous
avons
22 J" (z) + 2T (z) + (2® — m?) T, (2z) = 0. ( éq. [3])

Définissons les deux fonctions u(z) = Jp(anm) et v(z) = Jp(okme). En utilisant la régle de chaines,
nous avons u' () = on,mJ}, (nme) et u”(x) = a ,J) (an me). Sinous considérons 'équation [3] au point
Q. @, NOUS avons

()2 I (Cnm®) + (Qnm®) Iy (@) + (o m®)? — m?) I (@ m) = 0.

En substituant les expressions équivalentes en fonction de u dans cette derniere équation et apres avoir divisé
par =2, nous obtenons que u satisfait I’équation

2

o () + éu + (ai}m _ ) u(w) = 0. (éq. [4))

2

Cette derniere équation est équivalente a ’équation de Sturm-Liouville suivante

d du —m? 5
. (xd:v> + ( . + ozmmx) u(zr) =0

olt au lieu de A nous avons écrit plutot o2 .
;
De facon tout & fait analogue, nous obtenons que v satisfait ’équation

1 1 /! 2 m2 7
v(z) + SVt %m 3 v(z) = 0. (éq. [5])
Cette derniere équation est équivalente a I’équation de Sturm-Liouville suivante

d ([ d —m?
e (xd;> + <:L + aiﬂ,ba:) v(xz) =0

ou au lieu de A nous avons écrit plutot a%ym.
Nous avons ainsi que u(z) et v(z) sont des solutions de I’équation de Sturm-Liouville

d dy —m? _
. (J:dx> + ( - —I—)\x> y(z) =0
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2

n,m

pour A = « et aﬁ,m respectivement. La proposition 1 ne peut pas nous étre utile parce qu’ici ¢(x) =

—m?/x n’est pas continue sur I'intervalle [0,1] et dans I’énoncé de la proposition nous demandons que q(x)
soit continue sur 'intervalle [a, b]. Cependant nous pouvons tenter d’adapter la preuve de la proposition 1 &
ce cas.

En multipliant les deux c6tés de 1'équation [4] par v(z), les deux cotés de I'équation [5] par —u(x) et en
additionnant le tout, nous obtenons

v(@)u(x) = u(x)” () + %(U’(x)v(x) = u(@)v' (@) + (05, 1 — 0f ) u(z)v(z) = 0.

Nous pouvons exprimer ceci aussi de la facon suivante:

(v (z)o(x) — u(@)' () + %(U'(w)v(m) —u(@)v'(2)) = (aF = 0, ) u(z) v(z)

ou encore apres avoir multiplié par x,

7 [0 @0t) — u(@p @) = (0~ 2.0 2 u(o) vlo)

Cette derniere équation est valable sur tout l'intervalle [0,1]. Nous pouvons maintenant intégrer sur
lintervalle [0,1] les deux c6tés de cette derniere équation. Donc

(@) [ 00 o) do= [ Lot ) - ) @) ao

Nous utilisons le fait que u(1) = Jy(n,m) = 0 et v(1) = Jp(o,m) Parce que oy, m et agm sont des zéros de
Im(z). Comme oy m 7 opm €t que ce sont deux nombres réels positifs, nous avons que (aim —a2 ) #0
et conséquemment

/01 r u(x) v(z) doe = /01 2 Jo( ) Jon(pm) di = 0,

b) Si nous multiplions maintenant les deux cotés de ’équation [4] par 22%u’(z), nous obtenons

2220 (z)u” (z) + 2x(u' (1))? + 222/ (x) (ai)m — 7;12) u(z) = 0.

Cette derniere expression peut aussi s’écrire

% [ﬁ(u’(az))“} + % {ai,m a? (u(x))“} — 202, w(u(z))? — % [m2(u(x))2} o,
: % [xQ(U’@c))? +al,, o (u(x))? - m%u(m))Q] =202 2(u(x))?

En intégrant sur l'intervalle [0, 1], nous obtenons

22, / ' r{u(z)) P = / 1 = [z%u'(z))? +a2,, 2 (u(e)? - m2<u<x>>2}



parce que comme nous l’avons fait remarqué ci-dessus u(1) = Jy, (a,m) = 0. Nous utilisons aussi le fait que
si m > 0, alors u(0) = J,,(0) = 0 et si m = 0, alors m?(u(0))? = 02J2(0) = (0) (1) = 0. Nous n’avons plus
qu’a calculer «/(1). Notons que v/ (x) = an md}, (Qn,me). Ainsi v/ (1) = @y md), (an,m). Du lemme 1, nous
obtenons que

Jvln(an,m) =

Jm(an,m) - Jerl(an,m) = - m+1(an,m)'
Qn m

De tout ceci, nous obtenons que

1 2 2
— J J «
| o lanme) do = EenmImaonm)” _ Inia(0nm)
0 2an,m 2

Ceci complete la preuve de b). D

Les formules énoncées au chapitre 9 sont légerement différentes. Elles sont énoncées pour l'intervalle
[0, R] au lieu de [0, 1]. 1l suffit seulement de faire un simple changement de coordonnées. Le corollaire suivant
présente cette situation.

Corollaire 1 Soient m € N et R, un nombre réel > 0. Notons par J,,(z) (respectivement J,4+1(2)) :
la fonction de Bessel du premier type d’ordre m (respectivement d’ordre m + 1), par 0 < aq,m < Q2 <
azm < ... < pm < ...les zéros positifs de J,,(z) en ordre croissant et par A, , = @ m/R. Alors

R
a) / 2 (Anm2)Im(Aemz) dz=0 sil <k, 1<netk#n.
0

R 2 72

R°J Anm B )
b) / 2J2 Anmz) dz = % sil<mn.
0

Preuve: a) Considérons la nouvelle variable x = z/R. Alors dx = (1/R)dz. Donc

R 1
/ 2dm (An,m2) Im(Ag,mz) dz = / (Rz) Jum (0 me)dm (g nx) R dz
0 0
1
= Rz/ TIm (anm®) I (g nx) de =0
0

par la proposition 3 a). Noter qu’ici, nous utilisons le fait que

Qn,m

R

Qfe.m

R

An,mZ = Rr=apmz et Agpmz= Rx = ap m2.

b) Considérons la nouvelle variable x = z/R. Alors dz = (1/R)dz. Donc

R 1 1
/ 2J2 (Anmz) dz = / (Rz)J2 (an.mx) R dx = Rz/ 2 J2 (apma) da
0 0 0

= RQ‘]nza-i—l(O‘n,m) _ R2J72n+1(>‘"va)
2 2

par la proposition 3 b). o

Nous verrons dans le prochain chapitre un autre exemple classique d’équations de Sturm-Liouville. Il
s’agira de 1’équation de Legendre. Il existe de nombreux autres exemples classiques d’équations de Sturm-
Liouville. Par exemple, I’équation de Chebyshev

d dy A
il _ 227 .~ . _ .
- { (1—2a?) x] + (1 xz)y—O bur] 1,1[7

I’équation d’Hermite

d 2\ 4y 2\, . .
T {exp(—x )dx} +Aexp(—z“)y=0 sur R;
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et I’équation de Laguerre

d _.dy e ‘
e {xe ng +Xe y=0, sur|0,00[.

Nous ne traiterons pas de ces équations et de leurs fonctions caractéristiques dans ces notes.

Exercice 10.1
Déterminer les valeurs propres et les fonctions caractéristiques pour chacun des problemes de Sturm-Liouville
suivant:

a) y"” + Ay = 0 sur lintervalle [0, ¢] avec y(0) = 0 et y'(£) = 0.

b) ¥ + Ay = 0 sur l'intervalle [0, ¢] avec y'(0) = 0 et 3/(¢) = 0.

¢) (zy') + Az~ly = 0 sur lintervalle [1, e] avec y(1) = 0 et y(e) = 0.

d) (e**y') + e2®(A + 1)y = 0 sur U'intervalle [0, 7] avec y(0) = 0 et y(7) = 0.

Exercice 10.2

Etant donné ’équation différentielle ordinaire 3" 4+ 3y’ + (A —5)y = 0 sur 'intervalle [0, 1] avec les conditions
aux extrémités y(0) = 0 et y(1) = 0.

(a) Déterminer I’ équation de Sturm-Liouville équivalente a cette derniére équation.

(b) Déterminer les fonctions caractéristiques et les valeurs propres de ce probleme de Sturm-Liouville.

Exercice 10.3(1)
Etant donné 1’équation de Chebyshev

d [\/1—3@2@] +%y=0 sur | — 1, 1]

dx dz 2

(a) Montrer que le polynéme

[n/2] |
n:

T — § n—2k( 2 1 k

n(®) = (2k)! (n — 2k)!x (@ )

ol | a] est la partie entiere de a € R, est une fonction caractéristique de I’équation de Chebyshev et déterminer
sa valeur propre.

(b) Montrer que

U T(2) T, (2) B .
/1mdx0 si m # n.
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CHAPITRE 11
L’équation du potentiel.

Dans ce chapitre, nous allons illustrer la méthode de séparation de variables pour une derniere fois dans
un exemple classique: I’équation de Laplace a l'intérieur d’une sphere. Cette fois-ci, 'expression générale de
la solution se fera au moyen des polynomes de Legendre (mathématicien francais, Paris, 1752 - id., 1833).
Nous décrirons ces derniers dans ce chapitre. Ce sont des solutions d’une équation de Sturm-Liouville qui
satisfont une relation d’orthogonalité.

Souvent en physique un champ de force F"(m, y,z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)) est décrit comme
le gradient Vu d’une fonction u = u(x, y, 2), i.e.

= ou Ou Ou
F(:Cayaz) = (Fl(x7yaz)7F2(zay7Z)aF?)(xayaZ)) = <8w’ 87:1/7 62) = vuv

appelée le potentiel. Dans certains cas, ces champs de force sont tels que u satisfait une équation aux dérivées
partielles. Un tel exemple apparait en électrostatique. Si un conducteur électrique de forme sphérique est
chargé électriquement, qu'un équilibre est atteint de facon a ce qu’il n’y ait pas de courant électrique sur la
sphere et que la distribution du potentiel électrique sur le conducteur est connue, pour déterminer la force
électrique sur une particule chargée située a l'intérieur de la sphere, il suffit alors de déterminer le potentiel
U.

Soient S = {(z,y,2) € R? | 22 + y? + 22 = R?}, la spheére de rayon R > 0 centrée & l'origine et
B = {(z,y,2) € R3 | 22 + y? + 22 < R?}, la boule fermée de rayon R centrée & lorigine. Alors pour
déterminer wu, il nous faut mathématiquement déterminer la fonction u = u(z, y, z) telle que

u  %u  O%u
@+a—y2+@=0 pour (z,y,%) € B

avec la condition u(z,y, z) = ¥(z,y, 2) pour (x,y,z) € S o ¥(x,y, z) est une fonction donnée définie sur la
sphere S. Cette EDP est ’équation de Laplace.

Nous n’allons pas considérer ce probleme si général. Mais plutot un cas plus particulier en imposant des
conditions a la fonction ¥. Nous supposerons que cette fonction est indépendante de la longitude du point
sur la sphere et ne dépend que de sa latitude. Nous serons plus précis plus loin.

Pour étudier ce probleme, il est préférable d’utiliser les coordonnées sphériques plutoét que les coor-
données cartésiennes. Rappelons ce que sont les coordonnées sphériques. A un point P = (z,y,2) dans
R3, nous pouvons associer ses coordonnées sphériques (7,6, ¢). La coordonnée r est la distance du point P
a Porigine O = (0,0,0), la coordonnée 6 est la mesure de 'angle fait par la demi-droite issue de l'origine
et passant par la projection orthogonale du point P sur le plan des x,y et la demi-droite des x positifs et
finalement la coordonnée ¢ est la mesure de I'angle fait par la demi-droite issue de ’origine et passant par le
point P et la demi-droite des z positifs. Ces valeurs satisfont les inégalités: 0 <r, 0 <0 <2met 0 < ¢ < .
Les coordonnées cartésiennes et sphériques sont reliées entre elles par les équations

x = rcos(f) sin(¢) =122 +y2+ 22

rsin(6) sin(¢) et 0 = arctan(y/x)

z = rcos(¢) z = arctan(y/22 + y2/2)

Dans ces nouvelles coordonnées, ’équation de Laplace devient alors

0u  20u 1 0*u  cotan(¢) du 1 0%u
sttt — =
or2  ror  r20¢? r2 d¢  r?sin(¢) 00

=0. (éq. [1])
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En effet, par la régle de chaines et de la définition des coordonnées sphériques ci-dessus, nous obtenons

Ju  sin(f) Ou  cos(0)cos(¢) du_
E_rsin(cé)%—'_ r ¢’

% = cos(0) sin(¢)

ou du  cos(f) Ou  sin(f) cos(¢) du

% = sin(f) sin(éb)a 7 sin(¢) a0 r 0¢’

ou Ou  sin(¢) du_
7, ~ )G T g

Pu o, O%u sin?(0) 0%u  cos?(0) cos?(¢) 0%u sin(6) cos(#) 9*u
9g2 = 08 (0) sin (‘Zs)w + 2 5m(4) sin2(6) 502 + 2 92 " 506,
5 cos?(0) sin(¢) cos(¢p) 0?u 2sin(0) cos(0) cos(¢) 0%u
* T ordp r2 sin(¢) 000¢
sin?(f)  cos?() cos?(¢)\ Ou
i ( P ) ar
n (sin(é))cos(@) N sin(0) cos(6) N sin(0) cos(6) C082(¢)> Ju
2 72 sin?(¢) 72 sin?(¢) 00
cos?(0) sin(¢) cos(¢)  sin®(6) cos(¢)\ du_
* (_2 r2 * r2 sin(¢) ) ¢’
Pu ., o, O%u cos?(0) 9%*u  sin’(0) cos?(¢) O%u sin(6) cos(0) 0%u
2 sin”(6) sin (Qs)ﬁ * 72 sin’(¢) 962 72 g2 2 r 000r
2sin2(9) sin(¢) cos(¢) 9*u 2sin(9) cos(0) cos(p) 9?u
* T ordeo + r2 sin(¢) 0600¢
N (cosg(ﬁ) N sin?() cos2(¢)> Ju
r r or
B (sin(@) cos(6) N sin(6) cos(0) N sin(6) cos(0) cos2(¢)> Ju
2 2 sin?(¢) 72 sin?(¢) 00
231112(9) sin(¢) cos(¢) | cos(0) cos(p)\ Ou
(S Aanie) ) o6
Pu 5, 0% sin?(¢) 0%u sin(¢) cos(¢) 9*u  sin?(¢) du sin(¢) cos(¢) Ou
922~ " (¢)ﬁ+ r2 W_2 r 8¢8r+ r 5—1_2 r2 ¢’

En substituant dans I’équation de Laplace, nous obtenons bien I’équation [1]. Ainsi le probléme que nous
aimerions étudier est de déterminer une fonction u = u(r,0,¢) avec 0 <r < R, 0<f<met 0 < ¢ <7 qui
satisfait 'équation [1] et telle que u(R, 6, ¢) = (6, ¢) est une fonction donnée. Nous allons restreindre notre
étude a un cas particulier de ce probleme. Nous allons supposer que la fonction 1; donnée est indépendante de
0 et que nous cherchons & déterminer les solutions u qui sont aussi indépendantes de 6. Avec ces hypotheses,

nous avons que u = u(r, ¢) et
0%u

20 = 0 dans I’équation [1].

En résumé, nous allons maintenant étudier le probléme plus restreint qui est de déterminer une solution

u=1u(r,¢) avec 0 <r < Ret 0 < ¢ < qui satisfait '"EDP

0?u  20u 1 9*u  cotan(¢) du )
e T raE T 2 o= (éq. [2])
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ainsi que la condition u(R,¢) = f(¢), ou f est une fonction donnée définie sur I'intervalle [0,7]. Nous
supposons aussi que u(r, ¢) est une fonction bornée.
Si nous utilisons la méthode de séparation de variables, nous commengons par étudier le probleme
intermédiaire
0w 20u 1 0%u  cotan(¢) du

* —+-——+—=—+—-7-""—=0 et u(r, o) est une fonction bornée

( ) {87‘2 r Or 7“2 a¢2 7“2 8¢ ( 7¢) )
ou 0 <r < Ret0< ¢ < m. Pour 'instant, nous ne considérons pas la condition a la frontiere. Nous
cherchons & déterminer des solutions de ce probléme intermédiaire () de la forme u(r, ¢) = F(r)G(¢). En
substituant dans 'EDP, nous obtenons

2 1 cotan(¢) o (F"  2F G” G’
1 4 1" r_ z — -
F GJrTFGJr—TQFG +7r2 FG'=0 = r +r + cotan(¢)

apres avoir divisé par F'G/r. Ici F' et F” désigne respectivement les dérivées premieére et seconde de F par
rapport a r, alors que G’ et G” désigne respectivement les dérivées premiere et seconde de G par rapport
a ¢. Le terme de gauche de cette derniere équation est une fonction de r seulement, alors que le terme de
droite est une fonction de ¢ seulement. Nous avons ainsi séparé les variables. Pour que cette égalité soit
vérifiée, il faut que chacun des termes soit égal a une constante A:

r? F—”+2£/ =— G—N+cotan(¢)g =
F rF G G

De ce fait, nous obtenons deux équations différentielles ordinaires

d*F dF d*G dG
2 _ _
T W—i—ZTE—)\F—O et W+Cotan(¢)%+AG—O.
Il nous faut donc étudier ces équations différentielles pour déterminer les valeurs possibles de A et les
solutions F'(r) et G(¢) non triviales correspondantes.
L’équation
d*F dF
2 .
— 4+ 2r— —AF =0 .13
" d7'2+ rdr (éq. [3)
est une équation bien connue, I’équation de Cauchy. Elle est aussi connue sous le nom d’équation d’Euler. 11
est possible en faisant un changement de variables de transformer I’équation [3] en une équation & coefficient
constant. En effet, posons z = In(r), alors

- rd2) r2dz | rdr\dz)  r2dz r2dz?

dF dFd: 1dF dF d (1dF\  1dF 1d (dF\ _ 1dF _1d°F
dr  dzdr rdz’ dr?2  dr o

et, en substituant dans 1’équation [3], nous obtenons

d?F dF dF d’F dF
- 4+92— N =0 = —4——_)F=0.
dz? dz + dz dz? + dz

Il est alors possible d’analyser les solutions F' par rapport au parametre A en exprimant celles-ci en fonction
de z dans un premier temps et ensuite en fonction de r.
Si nous voulons décrire la solution générale de

d’F dF )

nous devons considérer les racines du polynéme en D suivant: D? + D — \1. Ces racines sont

—14+V1+4X ot —1—+V1+4X
2 2
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Il y a donc trois cas a considérer: soit les deux racines sont complexes et non réelles, soit la racine est réelle
et double, soit les deux racines sont réelles et distinctes.

Dans le premier cas, si ces deux racines sont complexes et non réelles, i.e. (1+4)\) = —p? < 0 avec
p > 0, alors ces racines sont égales & (—1+p /—1)/2 et la solution générale de I’équation [4] est de la forme

Ae*/? cos (Ez) + Be™*/%sin (Bz) .
2 2
Conséquemment la solution générale de I’équation [3] est
Ar=12 cos (g ln(r)) + Br~Y%sin (]22 ln(r)) ,

parce que z = In(r). Parce que la solution u(r, ¢) doit étre bornée, nous obtenons de cette condition que la
fonction F'(r) doit aussi étre bornée. Mais ici la fonction

Ar=1/2 cos (g ln(r)) + Br~'/%sin (g IH(T))

n’est pas bornée lorsque (A, B) # (0,0). Il suffit de considérer le comportement de cette fonction lorsque
r — 0. Nous devons donc rejeter ce premier cas.

Dans le second cas, si la racine est réelle et double, i.e. (1+4X) =0, alors la racine est égale & —1/2 et
la solution générale de ’équation [4] est de la forme

Ae % 4 Bze %/
Conséquemment la solution générale de 1’équation [3] est
Ar~Y2 4 Br=1/2 In(r),
parce que z = In(r). Comme ci-dessus, nous devons rejeter ce second cas parce que la fonction
Ar~Y2 4 Bp=1/2 In(r)

n’est pas bornée lorsque (4, B) # (0,0). Il suffit de considérer le comportement de cette fonction lorsque
r — 0.

Dans le troisiéme cas, si les deux racines sont des nombres réels distincts, i.e. (1 +4X) = p? > 0 avec
p > 0, alors ces racines sont égales & (—1 4 p)/2 et la solution générale de 1’équation [4] est de la forme

o (22 1 oy (E1522).

Conséquemment la solution générale de 1’équation [3] est

Ar(=140)/2 4 Bp(=1-9)/2

parce que z = In(r). Comme ci-dessus, nous voulons que la fonction F(r) soit bornée, alors nous devons
rejeter les cas ol p < 1. Parce que si p < 1, alors les deux exposants (—1 + p)/2 et (—1 — p)/2 sont négatifs
et, en considérant le comportement de la solution générale pour (A, B) # (0,0) lorsque r — 0, nous voyons
alors que la fonction F(r) n’est pas bornée. Donc (1 +4)) = p? > 1 et A > 0. Posons

_(=1+p)
5 :
Alors v est une des racines, ’autre racine est
—-1- -1
% =—(v+1) parceque v= % = p=_2v+1).
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Comme p > 1, nous avons v > 0 et —(v+ 1) < —1. Nous pouvons aussi exprimer A en fonction de v. En
effet, nous obtenons

V:(*12+p):(*1+v21+4k) = @A) =VITIA = (+1)?=(144)) = A=wp(v+1)

Si nous revenons & la solution F(r) de I'équation [3], nous avons que F(r) = Ar¥ + Br~**+1. Comme v > 0
et que nous voulons que F'(r) soit bornée, alors B = 0. Finalement si nous résumons ce que nous avons
obtenu ci-dessus, A = v(v + 1) avec v > 0 et F(r) = Ar” pour 0 <r < R.

Il nous faut donc maintenant considérer I’équation différentielle ordinaire

2
% + cotan(gb)% + MG =0. (éq. [9])

Nous pouvons considérer une nouvelle variable w = cos(¢) avec —1 < w < 1. Il est possible de déterminer
Péquation différentielle équivalente & I’équation [5]. En effet,

a6 _ dGdw fsin(d))E et
dp  dwdp dw
d*G  d . dG aGc d (dG aaq . d*G
prel = P ( sm(d))dw) =-— Cos(gﬁ)% - sm(gb)% <w> =— cos(d))% + smz(gb)w.
Conséquemment apres substitution, nous obtenons
) d*G dG  cos(¢) . dG d*G dG
Sm2(¢)w - cos(gb)% ~ Sin(0) sm(cb)% +AG=0 = (1- COSQ(¢))W - 2cos(¢)% +AG =
Finalement comme w = cos(¢) et A = v(v + 1), nous obtenons I’équation différentielle
d*G G
J— 2 —_— _— = ¢
(1—w )dw2 wo +rv(v+1)G=0. ( éq. [6])

Cette équation est une équation classique et tres connue: I’équation de Legendre. 1l est aussi possible d’écrire
cette équation sous la forme

% ((1 _ w?)‘ﬁ) +u(v+1)G =0. (éq. [7])

Si v ¢ N, alors il est possible de montrer que toute solution non-triviale de 'équation [6] n’est pas bornée sur
Pintervalle [—1,1]. Nous ne ferons pas la preuve de ceci. Disons seulement qu’'une fagon de montrer ceci est
d’utiliser les fonctions hypergéométriques, généralisation de la série géométrique en reliant 1’équation [6] avec
léquation différentielle hypergéométrique. Nous allons maintenant considérer 1’équation [6] avec v = n € N.

Rappelons ce qu’est I’équation de Legendre et ce que sont les polynomes de Legendre. L’équation de
Legendre d’ordre n € N est

2
(1 —22)% —223—‘]; +nn+1)f=0,
ou f = f(z) est une fonction définie sur lintervalle | — 1, 1[ et possiblement aux extrémités aussi. C’est une
équation linéaire homogene d’ordre 2. Conséquemment pour décrire toutes les solutions de I’équation de
Legendre, il nous faut déterminer deux solutions fi et fo linéairement indépendantes et toutes les solutions
seront alors des combinaisons linéaires A f; + Bfs.
Si k € N, nous noterons par Py(z), le polynéme suivant

M

1 m (2k — 2m)! —2m . [ k/2, si k est pair;
Pi(2) = o5 Z(fl) m! (k—m)! (k —2m)! z ou M = (k—1)/2, sik est impair.

m=0
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Py(z) est le polynéme de Legendre de degré k. Nous noterons aussi par Qx(z), la fonction

Qn(z) = %Pk(z) In <8 - 2) — Wi (2)

ot W_i(2)=0 et Wi i(z Z Pml VPrm(z) sik>1.

m= 1

Qr(2) est la fonction de Legendre du deuxiéme type de degré k.
Nous pouvons calculer quelques-unes des fonctions:

Py(z) =1, Pi(z) = 2, Py(z) = (322 - 1)/2,

P3(z) = (523 — 32)/2, Py(z) = (352* — 3022 + 3)/8, P5(2) = (632° — 702 + 152)/8

322 -1 222 —1

Qe =dm (), Qe =jw(iEl) -1 Qe =B (5l) - B

(52 —32) . (z4+1) (1522 —4) (3527 — 3022 +3), (z+1\ (1052° —55z)

Qs(2) = 1“(1—z)_ g Qulz)= 16 1“(1—z)_ R
Nous avons aussi tracé a la figure [1] le graphe de P,(z) pour n =10,1,...,5et —1 <z < 1.

[N

B
P

02 w4 N6 Jsg/[x1

/

Py(x)

—11

Figure [1]

Théoréme 1 La solution générale de ’équation de Legendre d’ordre n:

2
(1—2 )%722%4’71(714*1)]2 0

est AP,(z) + BQ,(2), ou P,(2) et Q,(z) sont respectivement le polyndéme de Legendre et la fonction de
Legendre du deuxieme type de degré n.
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Nous ne démontrerons pas ce résultat. Il suffit de vérifier que P,(z) et Q,(z) sont deux solutions
linéairement indépendantes. Pour vérifier que ce sont des solutions, il faut calculer les dérivées premiere et
seconde de ces fonctions et s’assurer que toutes ces fonctions satisfont I’équation de Legendre. Ceci est un
exercice simple étant donné les expressions pour P, (z) et @, (z). Pour vérifier que ces deux solutions sont
bien linéairement indépendantes, il suffit de calculer le wronskien W (P, (z), Q,(z)) et de vérifier qu’il n’est
pas nul. Il est possible de montrer que

_ | Pu(2) Qn(2)] _
W (Pn(2), Qn(2)) = ’P;z(z) Q. ()|~ (17 2) # 0.

Si nous revenons a ’équation [6] avec v = n, alors nous avons que G(w) = AP, (w) + BQu(w). Mais
comme nous voulons que la fonction u(r, ¢) soit bornée, ceci a comme conséquence que la fonction G(w)
doit aussi étre bornée sur lintervalle [—1,1]. Comme Q,(w) n’est pas bornée sur [—1,1] et que P,(w)
est bornée sur lintervalle [—1,1], alors B = 0. Donc G est égale & A P,(w) comme fonction de w et
a A P,(cos(¢)) comme fonction de ¢. Ainsi pour chaque n € N, nous obtenons une solution u(r,¢) =
anr" P, (cos(¢)) du probleme (x). Comme ce probléeme est linéaire et homogene, nous pouvons utiliser le
principe de superposition.

Conséquemment

$) =Y anr" Py(cos(¢))
n=0

est une solution du probleme
0?u  20u 1 0%u cotan(¢) du
) 52t 5 teaet T2 g
or rdr  r20¢ r ¢
Pour qu’une telle solution satisfasse le probleme de départ, & savoir le probleme () avec en plus la
condition & la frontiere u(R, ¢) = f(¢), il faut alors que

=0 et wu(r,¢) est une fonction bornée,

(o)
u(R,¢) =Y anR" Pa(cos(6)) = f(0).
n=0
En d’autres mots, il faut pouvoir écrire f en fonction des polynomes de Legendre.

Nous allons maintenant expliquer comment obtenir une telle expression. Les polynomes de Legendre
forment un systeme orthogonal et il est aussi possible de calculer leur norme. Il nous faut un résultat
préliminaire.

Lemme 1 Avec les notations précédentes, nous avons

a) Py(z) = 1n' jz [(z 1" } (formule de Rodrigues)

o el

Preuve: a) Calculons ﬁ% [(22 — 1)"} A cause de la formule de développement du binéme, nous
avons

=0sik<n.
1

z=

(22 N 1)n _ Z(il)kk' (nn'_ k)' Zz(nfk)'

k=0
Si n est pair, i.e. n = 2r avec r € N, alors 2n — 2k < n = r < k. Si n est impair, i.e. n = 2r + 1, avec
r € N, alors 2n — 2k < n = n < 2k = r < k. De ceci, nous obtenons que

SR SN PRI IS SN L o PR SR L B s
27 pldzn [(Z b ] ~2n pldzn [Z( 2 k! (n —k)! :

— _ — 9% —1)--.- _ 9k _ 2(n—k)—n
*M.Z k,n_k) (2n—2k)(2n—2k— 1) (20— 2k —n+1) 2

n!(2n — 2k)! o 1 L (2n—2k)! ok
= n = —1 n
on n' iy n—k).(n—zk)!"‘ 77 2~ Kl(n — k)!(n — 2k)!°

= Pn(z)

k=0

115



en comparant les deux formules. Ici M = r dans les deux cas.
b) Nous avons par la formule de Leibniz

el -] = el e ] = X st e -] il
_ zk: k! n! (o 1)n_mn7!(z+ [y,

m! (k—m)! (n —m)! (n—k+m)!

m=0
Dans cette somme, il est facile de vérifier que 'exposant de (z — 1) est > 1 et que I'exposant de (z + 1) est
aussi > 1, parce que k < n. De ceci, nous pouvons alors affirmer que

jkk{(z - 1" } z:ilz() si k <mn.

Prop051t10n 1 Avec les notations précédentes,nous avons
f P, (2) Py(2)dz=0 sim,n €N et m#n.
f P2 dz—2/(2n+1) sin € N.

Preuve: a) Nous savons que P, (z) et P,(z) sont des solutions de I’équation de Sturm-Liouville

d df B

pour A = m(m + 1) et n(n + 1) respectivement. Dans ce probléme de Sturm-Liouville, nous avons que
r(z) = (1—-22%), q(2) =0, p(z) = 1. En utilisant la proposition 1 du chapitre 10 et parce que 7(—1) = (1) =
0, nous avons l'orthogonalité des fonctions caractéristiques correspondant & des valeurs propres distinctes
sur lintervalle [—1,1] pour la fonction poids p(z) = 1. Mais ici P,,(z) est une fonction caractéristique
correspondant a la valeur propre m(m + 1), alors que P,(z) est une fonction caractéristique correspondant
a la valeur propre n(n + 1). Comme m # n, alors m(m + 1) # n(n + 1). En effet, m(m + 1) — n(n +
1) = (m—=n)(m+n+1) # 0 lorsque m,n € N et m # n. Donc parce qui précede, nous obtenons que
[Y, Pu(2) Pu(z) dz =0,
b) Nous savons par le lemme 1 que
1 a

Pu(z) = 2n pl dzn

[(z - 1)"] (formule de Rodrigues)

Si S(z) est un polynoéme en z, alors en utilisant l'intégration par parties plusieurs fois nous obtenons

/11 S(2)Pa(2) dz = (21m> /1 S(z) j:n (2= 1)"] az
() {<s<z> el - LR e -] e
<2n n'> L dz d(i 11 {(22 N Dn] dz
(e T e )
= (3m) [, 5 el 0]
.: (—1)" (2n1n!) /_11 e
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Mais si S(z) est le polynéme P, (z) de degré n, alors

s d"P,  (2n)!
dzn dzm 2n(nl)’

/ 11 P3(2) dz = (-1)" <2n1n!> (53(725)) 1 11(22—1)” dz = (%) [ 11(1_22)n "

Cette derniere intégrale f_ll(l — 22)" dz peut étre évaluée de plusieurs facons. Par exemple, nous pouvons
utiliser la substitution z = sin(f) et alors

1 /2
/ (1 22)m dz:/ cos2"1(6) d

-1 —m/2

Donc

et ensuite d’évaluer cette derniere intégrale en intégrant par partie. Mais il est aussi facile de considérer la
substitution v = (z 4+ 1)/2, alors dz = 2 dv et nous obtenons

/11(1 — 2" dz = /11(1 —2)" (1+2)"dz= 2/01(21,)11(2 — 20)" du

1
= gnl / V(1 —v)" dv =2"""B(n+1,n+1)
0

ou B(p,q) = fol P71 — v)?7! dv est la fonction béta. Il est bien connu que cette fonction est reliée a la
fonction gamma, i.e. B(p,q) = T'(p)I'(¢)/T'(p + ¢). Donc ici
I'n+1I(n+1) (nh)(n!)

B+ Lntl) = =5 79 ~@ns1)

parce que n € N et I'(m + 1) = m! si m € N. Donc

/11(1 — 2 dz = 22"“(2:1)21)! et /_11 Pi(z) dz = (22(32!!)2) <2(2;:1(nl!))!2> - (2n2+ 1)

Nous avons maintenant ce qu’il faut pour exprimer le potentiel a l'intérieur de la sphere.
Proposition 2 La solution formelle du probleme

Pu  20u 1 0*u  cotan(¢) du
—-_ - P - T = ) <r< <<
3T2+r37'+7"23¢2+ r2  0¢ 0o Dsrsf0sesT

avec comme condition a la frontiere u(R, ¢) = f(¢) et telle que la fonction u(r, ¢) est bornée, est
oo
u(r,¢) = Z anr" Py, (cos(¢))
n=0
ol

(2n+1) [T . @2n+1) (' ;
ay = W/o f(@) Pn(cos(¢)) sin(¢) do = SR /_1 f(w) Pp(w) dw.

Ici f(w) désigne la fonction f comme fonction de w = cos(¢), i.e. f(w) = f(arccos(w)).

Preuve: Nous avons vu que la solution formelle est de la forme
u(r, @) =Y anr"Pa(cos(¢)) et qulen plus  u(R,¢) = Y _ anR"Py(cos(¢)) = f().
n=0 n=0
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Si nous exprimons cette derniere égalité dans la variable w = cos(¢), nous obtenons > a, R" P, (w) =
f(w). A cause de la proposition 1, nous avons

L N " 20, R™
/_1f(w)P dw—/ (ZanRP ) dw—ZanR / Py ( )dwzm.
Nous obtenons donc

o= D [ ) P dw = 0D [ 106) ot snto) o

Cette derniere égalité est obtenue en substituant w = cos(¢) et dw = — sin(¢) d¢. o
Il est aussi possible de considérer le probleme du potentiel & I’extérieur de la sphere. En d’autres mots,
de déterminer la solution u = u(r, ¢) de ’équation

@ 2 0u n ii n cotan(¢) u

= U < <¢p<
o2 “rar r2 0¢? 2 0¢ 0 on RsrOs¢sm

avec comme condition & la frontiere u(R,¢) = f(¢) et, telle que la fonction u(r,¢) — 0 si r — co. La
méthode de séparation de variables peut aussi étre utilisée. Apres une analyse du méme type que ce que
nous avons fait précédemment, nous obtenons

Proposition 3 La solution formelle du probleme

Ou  20u 1 0%u  cotan(¢) du

gu 2ot S8 RAPIT ) ot R<r 0<¢<
8r2+r8r+r23¢2+ r2  9¢ ot sn0sésm

avec comme condition & la frontiere u(R, ¢) = f(¢) et, telle que la fonction u(r,$) — 0 si r — oo, est

Z b, —— Py, (cos(¢))

1
) <2n+1 Cn) / £(8) P (cos(@)) sin(o) dq&:@mﬂ [ Fw) Pa(w) dw.

Ici f(w) désigne la fonction f comme fonction de w = cos(¢), i.e. f(w) = f(arccos(w)).

Nous ne démontrerons pas ce résultat. Nous avons décrit le probleme du potentiel dans un exemple
provenant de I’électrostatique, mais nous aurions aussi pu décrire ce probleme dans un autre contexte, celui
de la température a I’'équilibre a I'intérieur ou encore a I’extérieur d’une sphere étant donnée la température
sur la sphere connue.

Exercice 11.1
Déterminer la solution formelle u(r, ¢) du probleme

u  20u 1 0%u  cotan(¢) du
= -z —_ T/ = ) <r< <0<
8T2+rar+r28¢2+ r2 0¢ Ooon OsrsR0sesT
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avec comme condition & la frontiere u(R, ¢) = f(¢) et, telle que la fonction u(r, @) est bornée, si f(¢) est
a) f(¢) =cos(3¢);  Db) f(¢) =sin(¢)sin(3¢);  c¢) f(¢) =cos(4¢);  d) f(¢) = sin(¢) sin(4¢);
e, s10<¢<m/2;
e)(t) f(p)=<¢0, si¢p=m/2; ol ¢ est une constante.
—c, sim/2<¢ <.
Exercice 11.2

Montrer que la valeur de la solution formelle u du probléme du potentiel & Uintérieur de la sphere (apparais-
sant & la proposition 2) au centre de la sphere est la valeur moyenne des valeurs de u sur la spheére.

Exercice 11.3
Soient D = {(z,y) € R? | 22 + y?> < R?} le disque de rayon R centré a l'origine et S = {(z,y) € R? |
22 + y? = R?}, le cercle de rayon R centré & lorigine.
a) Montrer que la solution u formelle du probléme suivant: u satisfait '’équation de Laplace sur le disque D,
ie.
0%u N Pu
ox?  oy?
avec comme condition & la frontiere u(x,y) = f(x,y) pour (z,y) € S, ou f est une fonction donnée définie
sur S et u est une fonction bornée sur D, est

0 ou(x,y)eD,

o0 oo
u(r,d) = Z anr™ cos(nd) + Z bn,r" sin(nf)  (en coordonnées olaires)
n=0 n=1

our < Retfel0,2n], avec

1
TR"

1
~ 7Rn

w=o [ fO)dI, an=

_ s . . > .
5 f(@)sin(nb) dfd sin>1

—T

i f(0)cos(nb) d6 et by,

—T

Ici f(0) = f(x,y) ol 0 est la coordonnée polaire du point (z,y) sur le cercle S. En d’autres mots, f(6) =
f(Rcos(0), Rsin(h)).
Indice: Exprimer le probleme en coordonnées polaires.

b) Montrer que la valeur de cette solution u au centre du disque est la valeur moyenne des valeurs de u sur
le cercle.
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CHAPITRE 12
Introduction aux méthodes numériques.

Dans ce chapitre, nous présenterons des méthodes nous permettant d’obtenir des solutions explicites
d’équations aux dérivées partielles. Nous allons illustrer ceci pour le probleme de la chaleur tel que formulé
au chapitre 7. Dans ce cas, nous pouvons calculer exactement la solution étant donnée la température initiale
connue. Nous serons ainsi en mesure de comparer la solution explicite obtenue des méthodes numériques
avec la solution exacte et d’analyser I'erreur due a I’approximation liée aux méthodes numériques.

Rappelons premiérement le théoreme du développement de Taylor pour des fonctions a valeurs réelles
d’une seule variable réelle. Soient n € N, f(z) une fonction dérivable (n + 1) fois dans un intervalle ouvert
I contenant x = xg et h € R tel que zg + h € I, alors il existe a € R compris entre zg et g + h tel que

— fW (o) . Fo (@)
flzo +h) = f(x0)+;T0h +R, ou R,= Wh( +1),

Par la suite, nous supposerons toujours que f(x) est suffisamment dérivable.
Ceci nous permet d’approximer f(xg + h) lorsque h ~ 0. En effet, nous obtenons que

" D (zg) )
Flao + 1) = fla) + 3 Ty (éa. (1)
i=1 :

et le terme d’erreur dans 'utilisation de cette approximation est

Fr (o)

(n+1)
(n+1)! h '

R, =

De plus si f("*1)(x) est continue dans un voisinage de x, alors f(**+1(a) ~ f("+1)(24) et nous avons

- f(n+1) (.’IIQ) h("+1)

" LT ) = |R,| < CR"™ o C est une constante.

L’équation [1] nous permet de formuler plusieurs approximations de la dérivée premiere f'(xp). Ainsi
en prenant h > 0, disons h = Az > 0,

flxo + Ax) — f(x0)
Ax

flxo 4+ Az) = f(xo) + f'(w0) (Az) = f'(x0) =

et nous dirons alors que
f(xo + Az) — f(xo)
AV

est lapproximation de f'(zo) par différence finie progressive. Nous pouvons évaluer le terme d’erreur E,
dans l'utilisation de cette approximation. E, est obtenu par

@) « Zo xTr) — o @) (0%

ou « est compris entre xg et xg + Ax. Ainsi

B =129 sy @ g, = 2O ()
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Par contre, si nous prenons h < 0, disons h = —Azx avec Az > 0, alors

f(x0) — f(zo — Ax)
Ax

fzo = Ax) & f(xo) — f'(w0) (Az) = f'(z0)

et nous dirons que
f(zo) — f(zo — Ax)
Az

est Papproximation de f’(xg) par différence finie régressive. Nous pouvons aussi évaluer le terme d’erreur
FE,. dans l'utilisation de cette approximation. F, est obtenu par

(2) _ _ (2)
oo = 80) = f(ao) — (o) (80) + LD aay o pr(ag) = LI Z8D) | T
ou [ est compris entre zg — Ax et xo. Ainsi

Nous pouvons aussi faire la moyenne arithmétique de ces deux approximations de f’(zg) pour obtenir
Papproximation de f'(xg) par différence finie centrée. Plus précisément, nous avons

J @ (x0)
2

f(o + Az) ~ f(xo) + f'(20) (Az) + (Az)* et

f @ (x0)
2

flxo — Az) = f(x0) — f'(20) (Az) + (Ax)?.

En soustrayant la deuxiéme expression de la premiere, nous obtenons

f(zo + Az) — f(wg — Ax)

f(@o + Az) = f(wo — Ax) ~ 2 (x0) (Az) = f'(wo) = 2(Ax)

et nous disons que
f(xo + Az) — f(zo — Ax)
2(Azx)

est lapproximation de f/(zg) par différence finie centrée. Nous pouvons aussi évaluer le terme d’erreur E,
dans l'utilisation de cette approximation. Nous avons que

oo +A) = flan) + (a0) (Aa) + T (a2 4 LD (s oy

6
@) (2 @) (g
(o~ A0) = f(ao0) — 1 (a0) (&) + T (g - LD (a0

oll o est compris entre xg et o + Az, alors que ' est compris entre g — Az et 3. En soustrayant la
deuxieme équation de la premiére, nous obtenons

3) (A 3) (3
Flan-+ Aa) = flao — &) = 21 o) (80) + | THELZE] (aap
et conséquemment
f(xo + Az) — f(z9 — Ax) fO) + 38

(o) = -|

2(Ax) } (A)*

12
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Donc
[ + BB
12

() + £ ()]

E. =
12

(Az)? et |E.| (Ax)2.

Si f®)(z) est continue sur Uintervalle [xg — Az, zo + Ax], alors il existe 7/ € [xg — Az, 29 + Az] tel que

FP) + F9(5)
5 :

o) =

En effet, il suffit d’utiliser la connexité de Uintervalle [zg — Az, g + Az], du fait que 'image d’un ensemble
connexe par une fonction continue est connexe et que

fP () + fD(8)
2

est le milieu du segment d’extrémités: £ (/) et £3)(5'). Conséquemment

(3)(~/ (3) (~/
Ec:_f (7>(ALIJ)2 et |Ec|: |f (7)|(A$)2
6 6
Ces trois approximations de f’(x() sont consistantes, i.e. si Az — 0, alors chacune de ces approximations
par différence finie approche f’(xg).

Nous pouvons illustrer ceci dans un exemple. Considérons la fonction f(x) = /1 + = autour de z¢ = 0.
Comme f'(x) =1/2+/1+ x, alors f/(0) = 1/2. Si nous utilisons chacune des approximations ci-dessus pour
Ax = 0.1, nous obtenons pour 'approximation par différence finie progressive

_fAw) —f(0) _ VIT-1

! ~ - == 4 1
110) Az 0.1 0488

et Uerreur relative est 2.38%; pour 'approximation par différence finie régressive

1(0) ~ 1) _Afx(_m) _1 _o\f@ — 0.513167

et Perreur relative est 2.6334% et finalement pour ’approximation par différence finie centrée

f(A0) - f(-Av) _ VTT- V09

=0. 2
2(Az) 2(0.1) 0-500628

f10) ~

et lerreur relative est 0.1256%.

Ceci n’est pas trop surprenant parce que le terme d’erreur pour les approximations par différence finie
progressive et régressive est de 'ordre de Az, alors que celui de 'approximation par différence finie centrée
est de l'ordre de (Az)2. Plus précisément, comme

1 3
fPh) = —————x et V)= ——x,
4/(1+z)3 8y (1+x)°
nous avons pour 'approximation par différence finie progressive
-1 A A
By = |————|Z=Y avecO0<a<Az = |E|<==.
4./(1 + «)3 8
Dans ce cas, 'erreur relative est
E, ’ E Ax
=2|E,| = Pl <=,
ey =2 Fo)| =




Cette derniére expression est inférieure a 2.5% lorsque Az = 0.1. Pour 'approximation par différence finie
régressive,

A A
i avec —Ar < <0 = |ET|§7I.
2 8y/(1 — Ax)3

~1
(1+3)3

Cette derniere expression est égale a 0.014640174353 lorsque Az = 0.1. Dans ce cas, l'erreur relative est

|Er|

Az
< .
4/(1 — Az)3

7 7
f(0) /(0
Cette derniere expression est inférieure a 2.93% lorsque Az = 0.1. Finalement pour I'approximation par
différence finie centrée,

=2|E,| =

(Ax)?
6

2
avec — Az <+ <Ar = |E|< (A—x)
16 /(1 - Aa)

|EC| =

3
8v(1+7)°

Cette derniere expression est égale a 0.00081334302 lorsque Az = 0.1. Dans ce cas, l'erreur relative est

‘ Pe | _om| = ’ e | (Ao
£1(0) ‘ fO)] 7 8y/0 Az

Cette derniere expression est inférieure & 0.163% lorsque Az = 0.1.

A partir des bornes supérieures obtenues pour le terme d’erreur, nous pourrions déterminer Az pour
obtenir une approximation de f’(0) avec le degré de précision désiré.

11 est aussi possible d’approximer la dérivée seconde f”(xo). En effet, nous avons

o+ Aa) = Fao) + £'(a0) (M) + L0 (e 4 L2000 (o T gy
(2) (g G (g (4) (!
o — Ax) = f(an) - f'(a) (Aw) + L2000 (g - 20 (pgps SO (g

ou o € [xg,x9 + Ax] et 8" € [xg — Az, x0]. En additionnant ces deux équations et en laissant tomber les
dérivées quatriemes, nous obtenons

f(zo + Az) = 2f(20) + f(z0 — AT)
(Az)? '

fxo+ Az) + f(zo — Az) & 2f (o) + fP(w0) (Az)* = fP(xo) =

Nous dirons que
f(@o + Az) — 2f(z0) + f(z0 — Ax)
(Aa)?

est 'approximation par différence finie centrée de la dérivée seconde f'(x¢). Il est aussi possible de déterminer

le terme d’erreur E£2) dans l'utilisation de cette approximation. Nous avons en additionnant les deux
équations ci-dessus

f(4) (O//) + f(4) (ﬂ")
24

J(wo + Az) + J(xo — A) = 2f(x0) + IO (a) (Ax)? + [ } (Az)?

et conséquemment

£ () = fao + Ax) = 2f(20) + f(xo — Az) [f(4)(o/’) Q)

(Az)? 24 } (Az)°.

Ainsi le terme d’erreur est

E® — _ f(4)(0‘”)2‘2f(4) (8" (Az)?

[fW () + fH ()]
24

et |EPD|= (Az)2.
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Si £ (z) est continue sur Uintervalle [xg — Az, zo + Ax], alors il existe \” € [zg — Az, zo + Ax] tel que

4) (A 4)(nn
4) (1 :f (a)+f (ﬁ)
FOW) !
et le terme d’erreur est
)\ )\

12 12

Jusqu’a présent, nous avons décrit des approximations des dérivées premiere et seconde pour une fonction
d’une seule variable. Mais bien entendu, nous pouvons aussi utiliser ces approximations pour les dérivées
partielles de fonctions de plusieurs variables. Ceci est possible a cause de la définition de ces dérivées dans
laquelle toutes les variables sont constantes sauf celle relativement a laquelle nous dérivons. Par exemple, si
u = u(z,y), alors

@(z )~ u(zo + Az, yo) — u(zo — Az, yo) ot %(w )~ u(zo, yo + Ay) — u(wo, yo — Ay)
gz Yo 2(Ax) Ay 0,0 2(Ay)

ou Az > 0 et Ay > 0, lorsque nous utilisons les approximations par différence finie centrée.

Mais nous aurions tout aussi bien pu utiliser les autres approximations. Ce choix dépendra du probléeme
a étudier. Dans tous les cas, nous pouvons déterminer le terme d’erreur. Nous allons maintenant illustrer
comment ces approximations peuvent étre utilisées pour le probleme de la chaleur étudié au chapitre 7, i.e.

0 o?

8—?262(9—;; ounu=u(z,t), 0<zx<l t>0 avec
u(0,£) =0 pour tout t >0
u(l,t) =0 pourtoutt>0 et

u(z,0) = f(z) pour tout z € [0, /]
Fixons Az > 0 et At > 0. Alors par ce que nous avons vu précédemment

ou u(x,t+ At) —u(x,t) At d%u

@t = At 2 0

(r,a) avect <a<t+ At

si nous voulons utiliser ’approximation par différence finie progressive pour

ou
a(mvt)
et
2 _ _ 2 94
%(m,t) = ue + Az, t) 2(2(2’)? tulz—Aznt) (Alg;) %(ﬂ,t) avecx — Az < <z + Az

si nous voulons utiliser I'approximation par différence finie centrée pour

0%u

Donc I'équation de la chaleur devient

u(z,t + At) — u(z,t) o (u(x + Az, t) — 2u(z, t) + u(x — Az, t)
At = ( (A7) ) B
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ou le terme d’erreur de discrétisation F est
At) [0%u
GO L i
2 ot 12

Nous avons supposé ci-dessus que les dérivées partielles sont continues. Ainsi nous avons comme approxi-
mation

(Ax)? [gi}:(ﬁvt)] .

u(x,t + At) — u(z,t) o (u(x + Az, t) — 2u(z,t) + u(x — Az, t)
~ C .

At (Az)?
Nous cherchons & déterminer une approximation @(x, t) de la solution exacte u(x,t). Bien entendu, nous

voulons que cette approximation a(x,t) soit le plus pres de la solution exacte u(x,t). Il est alors naturel
d’exiger que cette approximation @(z,t) satisfasse I’équation

a(z,t + At) — a(x, t) _ 2 (ﬂ(m + Az, t) — 2a(x, t) + u(z — Axﬂf)) . (6q. [2])

At (Az)?

Plutot que de déterminer @(x,t) pour tout = € [0,¢] et ¢ > 0, nous allons résoudre ’équation [2] pour les
points d’'un maillage de notre domaine.

Subdivisons l'intervalle [0,¢] en N sous-intervalles égaux de longueur Ax = ¢/N. Les extrémités de
ces sous-intervalles sont 9 = 0, 1 = (Ax), 22 = 2(Ax), ...,z; = i(Azx),..., zy = N(Az) = £. De
fagon similaire, nous pouvons subdiviser l'intervalle [0, co[ en sous-intervalles égaux de longueur At. Dans
ce cas, le nombre de sous-intervalles est infini et les extrémités de ces sous-intervalles sont tg = 0, t; = (At),
ta = 2(At), ..., t; = j(At),.... Ainsi nous obtenons un maillage de notre domaine dont les points sont
(xi,tj) pour 0 <i < Netj>0.

Posons @(z;,t;) = Ui(J) ou0 < i< N etj>0. Dans ce cas, I'équation [2] devient pour les points (z;,t;)
du maillage

Gt g v — 209 + UV
% 2( i+1 (A;)2 ’L—l) pOHrlS’LS(N—l),jZO

Cette derniere équation nous permet de calculer Ul-(jﬂ) en fonction de U,Ej) pour k= (i —1),4,(j +1). En

effet,
2
G+ _ o) [CADT 6 0 4 ) .
U; =U" + |:(A:L,)2 (Ui+1 =207 + U2 ) (éa. [3])
Nous avons illustré ci-dessous les points du maillage qui interviennent dans cette équation [3].
A
t
o BE!
J
(i-1)i@i+1) x 7
Méthode explicite

De plus il nous est possible de préciser les valeurs de Ui(j ) lorsque 7 = 0 ou encore lorsque ¢t =0 et i = N
pour tenir compte des conditions au bord et de la condition initiale. Parce que u(0,t) = 0 pour tout ¢ > 0,
alors nous posons comme condition Uéj ) =0 pour tout j > 0. Parce que u(¢,t) = 0 pour tout ¢ > 0, alors

)

nous posons comme condition U](\f = 0 pour tout j > 0. Finalement u(z,0) = f(z) pour tout z € [0, /],

alors nous posons comme condition Ui(o) = f(=z;) pour tout i =0,1,2,..., N.
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Si nous tenons compte de ces valeurs pour les points au bord du maillage et de I’équation [3], nous
pouvons completement déterminer les valeurs Ui(J ) et cette solution est unique. Nous avons ainsi une méthode
explicite. Ce qualificatif “explicite” sera mieux compris lorsque nous décrirons plus tard une méthode

implicite, par exemple celle de Crank-Nicolson.
Nous allons illustrer ceci dans I’exemple suivant. Considérons le probleme:

0 0?

8—?:6—7; onu=u(z,t), 0<z<1l t>0 avec
z

u(0,) =0 et w(l,t)=0 pourtoutt>0 et

0, si0 <z <0.25
B ) (@—025), si025<2<0.5;
w@, 0) = f() =4 (075 _ 2). si05<az<0.75:
0, s10.75 < < 1.

pour tout z € [0, £].

Ici £ =1 et ¢ =1. Il est possible de déterminer la solution exacte de ce probleme avec les résultats obtenus
au chapitre 7. Nous obtenons ainsi

Pour le calcul des valeurs UV ), il nous faut fixer Ax et At. Prenons Az = 0.1 et At = 0.0025, alors I’équation

%

[3] devient dans ce cas particulier

- 5 [12(0.0025)7] , ¢ ) G ; ; ;
+1
puty _ ) [ - ] (U9, =20 +U9) = 0250, + 0509 + 02509,

A cette équation, il nous faut aussi ajouter les conditions Uéj) = Ul(é) =0pour j >0et Ui(o) = f(i/10) pour

1=20,1,2,...,10. Nous obtenons ainsi le tableau suivant des valeurs des Ui(j).
i Ui(O) Ui(l) UZ_(2) UZ_(3) Ui(4)
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0.003125 0.00703125 0.0109375
2 0 0.0125 0.021875 0.0296875 0.003574219
3 0.05 0.0625 0.071875 0.0765625 0.07871094
4 0.15 0.15 0.140625 0.13203125 0.12460938
5 0.25 0.2 0.175 0.1578125 0.14492188
6 0.15 0.15 0.140625 0.13203125 0.12460938
7 0.05 0.0625 0.071875 0.0765625 0.07871094
8 0 0.0125 0.021875 0.0296875 0.003574219
9 0 0 0.003125 0.00703125 0.0109375
10 0 0 0 0 0

En tracant les graphes de la solution exacte pour les valeurs de ¢ suivantes: ¢t = 0, t = At = 0.0025,

t = 2(At) = 0.005, t = 3(At) = 0.0075 et ¢ = 4(At) = 0.01 et en comparant avec les valeurs des Ui(j)
ci-dessus, nous vérifions que ces dernieres sont de bonnes approximations.
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L2
[\
(9]

1)

0,1

0,05

solution approximative

solution exacte

N

0

0,2 1

0,1 -

T LI | T LI L T T T LI | T T LI LI LI | T 1

0.2 04 06 08 x 1
Solutions exacte et approximative a ¢t = 0.

solution approximative

solution exacte

0,2 0,4 0,6 0,8 X

Solutions exacte et approximative a ¢ = 0.0025.
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solution approximative

solution exacte

NN

0 7 T T rrTr rrrrr T rrrrrrnd
0 0,2 0,4 0,6 0,8 x |
Solutions exacte et approximative a t = 0.005.
0,16 3
0,12 -
0,08 - solution approximative
0,04 -
- solution exacte
- \
0 LA DL L L L L L L L L D L e e e e |
0 0,2 0,4 0,6 08 x 1

Solutions exacte et approximative a t = 0.0075.
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0,14

0,12

solution approximative
0,1

0,08

0,06

solution exacte

\

0,04

0,02

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 0.4 0.6 08 x |

Solutions exacte et approximative a t = 0.01.

Nous pourrions penser que si Ax et At sont presque nuls, ’approximation devrait étre bonne. Cependant
ceci n’est pas suffisant. Il faut aussi tenir compte d’un probleme d’instabilité dans ces situations. Nous
allons maintenant illustrer ce phénomeéne. Considérons toujours le méme probleme. Mais si, pour le calcul
des valeurs Ui(J ), nous avions fixé Az = 0.1 et At = 0.01, alors I’équation [3] devient dans ce cas particulier

12 (0.01)

G+1) _ 7@

} (U9, 209 4 uY)) = v~y 4y,

Nous obtenons ainsi le tableau suivant des valeurs des Ui(j ).

T oD 0@ [ 0@ | 0@
0 0 0 0 0 0

1 0 0 0.05 0 0.1
2 0 005 | 005 | 01 | -0.15
3 | 005 | 01 01 | -0.05 | 05
4 [ 015 | 015 0 035 | -0.65
5 | 025 | 005 | 025 | -0.25 | 0.95
6 | 015 | 0.15 0 035 | -0.65
7 | 005 | 01 01 | -0.05 | 05
8 0 005 | 005 | 01 | -0.15
9 0 0 0.05 0 0.1
10 0 0 0 0 0

Ces valeurs ne peuvent correspondre & notre probleme. Nous devrions voir une décroissance exponentielle et
. . . . 3
ce n’est pas du tout ce qui se passe pour ces valeurs. Pour illustrer ceci, nous avons tracé le graphe de UZ-( )

ci-dessous.
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0,3

[N T T T T TN TN N N NN N TN M AN TN TN TR TN N TN TN TN TN TN TN N NN TN AN N N |

Graphe de U®

Il y a 1a un phénomene d’instabilité, qui est associé a la valeur prise par o = c2(At)/(Ax)2. Nous allons
maintenant expliquer les raisons de cette instabilité et sa relation avec o.

)

Pour bien analyser la solution approximative Ui(j , il faut revenir & ’équation[3] et d’obtenir la solution

générale du probléeme intermédiaire (&) suivant:

® { (Ui(7+1) . Ui(J)) _ Ui(J) + J(Ui(i)l . 2Ui(J) + Ui(i)l)
avec les conditions Uéj) =0et UJ(\?) = 0 pour tout 7 >0
Nous avons laissé de coté la condition initiale UZ—(O) = f(iAz). Nous ajouterons celle-ci plus tard & notre
analyse.

L’équation de différences finies ci-dessus est linéaire, i.e. les combinaisons linéaires de deux solutions
de I’équation sont aussi des solutions. Pour résoudre le probleme (&) ci-dessus, il est possible d’utiliser une
variante de la méthode de séparation de variables pour obtenir des solutions et ensuite de considérer les
combinaisons linéaires de ces solutions. Nous allons maintenant développer ceci.

Considérons des solutions non triviales du probleme (&) ci-dessus de la forme Ui(] ) = F(i)G(j), ou
F:{0,1,2,...,N} - R et G: N — R. Apres avoir substitué ceci dans I’équation, nous obtenons

F(@i)(G(j+1)=G(j)) =oc(F(i+1)—2F(i)+ F(i — 1)) G(j) pour tout 1 <i < (N —1), j >0.
Si nous divisons les deux cotés de cette derniere équation par o F'(i)G(j), nous obtenons

Gl _;2(;)610) = Flit+1) - 215((5) + PG —1) pour tout 1 <i < (N —1), 5 >0.

Le terme de gauche est une fonction de j, alors que celui de droite est une fonction de 7. Pour que cette
derniere équation soit possible. il faut que chacun de ces termes soit constant. Donc

GG+1)—G(j) Fi+1)—2F@)+F(i—1) ‘ |
oG(G) F(i) =X pour tout 1 <i < (N 1), j >0
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pour un A et nous avons ainsi deux équations a différences finies

G(j+1)—(14+6XN)G() =0 pourtout j >0

Fii+1)—2+MNF@)+F(i—1)=0 pourtout 1 <i< (N —1)

Si nous considérons les conditions au bord Uéj ) =0 et UJ(Vj) = 0 pour tout 7 > 0, alors nous pouvons
déduire de ces conditions que F'(0) =0 et F(IN) = 0. Nous avons donc a résoudre le systeme suivant:

G(j+1)—(14eNG()=0 pourtout j >0
Fii+1)—(2+MNF(@)+ F(i—1)=0 pourtout 1 <i< (N —1)

avec F'(0) =0et F(N) =0.

Nous devons maintenant rappeler que la solution générale d’une relation de récurrence d’ordre 2 de la
forme H(i+2) +aH (i + 1)+ bH (i) = 0 pour tout ¢ > 0, ot a,b € R, est obtenue en considérant les racines
du polynéme x2 + ax + b. Il y a trois cas & considérer:

1) Si 22 + az + b a deux racines réelles distinctes: 71, ro, alors la solution générale de H (i +2) +aH (i + 1) +
bH (i) = 0 est H(i) = Ari + Br, ou A et B sont des constantes.

2) Si 22 + ax + b a une racine réelle double: r, alors la solution générale de H(i+2) +aH (i +1)+bH (i) =0
est H(i) = Ar' + Bir?, ou A et B sont des constantes.

3) Si 22 + ax + b a deux racines complexes non réelles: 71, ro, alors celles-ci sont conjuguées et de la forme
r1 = pexp(v—10), ro = pexp(—yv/—10), 0u p € R,p > 0 et § € R et, dans ce cas, la solution générale de
H(i+2)+aH(i+1)+bH(i) =0 est H(i) = Ap’cos(i0) + B p'sin(if), on A et B sont des constantes.

Si maintenant nous revenons au systeme a différences finies ci-dessus, il faut alors considérer le polynéme
22— (2+X)x+1 pour résoudre équation F(i+1)—(2+\)F(i)+ F(i—1) = 0. Le polyndome 22 — (2+\)z+1

a comme racines:
2N VAT 44N ; (24N VAT 44N
T = B € To = 2 .
Si A< —4ou X > 0, alors 7, et o sont deux racines réelles distinctes et la solution générale de
Fli+1)— 24+ MNF(i)+ F(i—1) =0 est F(i) = Ar} + Bry. Mais si nous tenons compte maintenant des
conditions au bord, nous obtenons

F0)=A+B=0
F(N)=ArY +BrY =0

} = A=B=0.

En effet, nous avons que r1 # 79 et r; # —ry. Dans ce dernier cas, c’est parce que r1 + 79 = (2 + \) et
A #£ —2. Maintenant le déterminant

1 1 ra\
N N N 2
— N _ N —1| #£0
1 797 2 ! ! [(71> ]

car rp # 0 et (rg/rl)N =1 = ry = +ry. Mais ceci est absurde. Nous devons ainsi exclure le cas ou A < —4
ou A > 0.

Si A= —4 ou A =0, alors 71 = r2 = r est une racine réelle double et la solution générale de F'(i + 1) —
(2+ANF(@i)+ F(i—1) =0 est F(i) = Ar® + Bir'. Mais si nous tenons compte maintenant des conditions
au bord, nous obtenons

{F@:A:o

N N = A=0etBr"=0 = A=B=0.
F(N)=Ar"+BNrY =0
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En effet, r = —1ouletr#0.

Il nous reste a considérer le cas o —4 < A < 0. Alors 71 et ro sont deux racines complexes distinctes
non réelles conjuguées. Dans ce cas, ces racines sont de la forme 71 = p exp(v/—10) et 72 = p exp(—v/—16).
Nous pouvons étre plus précis pour p. En effet,

_ \/(2+)\)2+(—/\2—4)\) .
4

Parce que p = 1, nous obtenons que la solution générale de F'(i +1) — (2 + N)F(i) + F(i — 1) = 0 est
F(i) = Acos(i6) + Bsin(i6). Mais si nous tenons compte des conditions au bord, nous obtenons

F0)=A=0 A=0;
F(N) = A cos(N6) + B sin(Nf) =0 - Bsin(N6) = 0.

Comme nous cherchons & déterminer une solution non triviale et que A = 0, nous pouvons supposer que
B # 0. Ainsi nous obtenons que sin(N§) = 0. Conséquemment § = (nw/N) ot n € N,n > 1 et nous
obtenons que F(i) = B sin(nwi/N). De plus nous pouvons calculer A = )\, correspondant & cet angle §. En
effet,

@2+2) +2m = exp <n7r]\\/[71> = (2;)\) = Cos (%) = Ap=2 [cos (%) - 1] .

Comme —4 < A = \,, < 0, nous pouvons alors ajouter la condition: n #0 (mod N)
Avant de considérer I’équation G(j + 1) — (1 4+ o\,,)G(j) = 0, rappelons que la solution générale d’une
relation de récurrence d’ordre 1 de la forme H(i 4+ 1) = aH (i) + b est

Aab+b (i{:%), sia# 1;

A’ + bi, sia=1.

H(i) =

Nous pouvons maintenant utiliser cette derniere remarque. Notons premierement que (14 o\,) # 1. Sinon
ocdp, =0et A, <0 = 0 =0. Ceci est absurde, car At, Az et ¢ sont > 0. Nous pouvons donc écrire que
G(j) = A (1+0o\,) .

Notons (1 4 oA,) par k. Il est possible de calculer k,,:

nmw
o= (1301 ()
kn=(140\,) o cos (
Pour chaque n € N, n>1et n#0 (mod N) , nous obtenons donc des solutions du probleme (é):
Ui(j) = a, sin <nNm> (kn)? ol a, est une constante.

Il est possible de restreindre les valeurs de n pour obtenir une base des solutions. Plus précisément, nous
pouvons nous restreindre aux valeurs de n entre 1 et N — 1.
Finalement nous obtenons que la solution générale du probleme (&) est

N-1 .
Ui(J) = Z ap, sin (T) (Kp )
n=1

Si nous ajoutons la condition initiale Ui(o) = f(x;), alors nous pouvons déterminer les coefficients a,, en
considérant le systeme de (N — 1) équations linéaires & (N — 1) inconnues:

N-1 )
Z a, sin (n;\;z) = f(z;) pourtouti=1,2,...,(N—1).
n=1
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Lemme 1 Le déterminant D de la matrice n X n suivante:

sin(z)  sin(2z) --- sin(gz) -+ sin(nz)

sin(2x) sin(4x) .- sin(2gz) - sin(2nz)
A=

sin(pz) sin(2pz) --- sin(pgz) --- sin(pnz)

sin(nz) sin(2nz) --- sin(ngz) -+ sin(n?z)

est

D =det(A) = gn(n=1)/2 [H sin(ix)] H (cos(kx) - cos(jx))

i=1 1<j<k<n

En particulier, ce déterminant ne s’annule pas si = 7/N et n = N — 1.

Esquisse de preuve: Nous n’allons qu’esquisser cette preuve. Il faut premiérement noter qu’en utilisant
la formule de de Moivre:

(cos(@) + sin(@)\/jl) - (cos(ké?) + sin(kQ)\/—il)7

nous pouvons montrer que sin(kf) = sin(0)Py(cos(d)), ot P est un polyndéme de degré (k — 1) dont le
coefficient de la plus grande puissance, celle de degré (k — 1), est 2F~1. Par exemple,

sin(26) = sin(9) {2 005(9)}, sin(30) = sin(0) {4 cos?(0) — 1} et  sin(40) = sin(d) [8 cos®(0) — 4005(9)]
Si nous considérons la p® ligne, nous obtenons que
(sin(p), sin(2pa), -+ sin(pge), -+, sin(pna) ) = sin(pr) (1, Pa(cos(p)), -, Pycos(pr)). -+, Pu(cos(pa)) ).

En factorisant sin(pz) de la p° ligne et en faisant des opérations colonnes, nous obtenons que le déterminant
recherché D est [[,.,.,, sin(iz) fois le déterminant de la matrice

1 2cos(w) -+ 297 tcos?l(z) - 277 lcos"i(w)
1 2cos(2x) --- 297lcos?1(2z) --- 27 Llcos™1(2z)
1 2cos(pr) -+ 297lcost™t(pz) .-+ 2" lcos™ (px)
1 2cos(nz) -+ 297 tcos?Y(nx) --- 277 Llcos"l(nz)

Mais il est facile d’obtenir le déterminant de cette derniere matrice. Il s’agit de

U2+ +(n=1) _ 9n(n=1)/2 o qéterminant de Vandermonde
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évalué aux valeurs x1 = cos(z), o = cos(2z),...,x, = cos(nz). Ce déterminant est bien connu et nous
obtenons finalement que

D — on(n—1)/2 [ﬁ sin(iz)] H (cos(kx) — COS(jx)>

1<j<k<n

Pour terminer la preuve du lemme, il suffit de noter que si x = (7/N) et n = N — 1, chacun des termes

. i .. km jﬂ . .
) 3 - o 3 < < —
sm(N);éO sii=1,2,...,(N—=1) et (C%(N) 005<N>>7é0 sil<j<k<(N-1)

O

Comme nous voulons que la solution décroisse exponentiellement, peu importe le choix de la condition

initiale, une condition nécessaire pour ceci est que |k,| < 1 pour n =1,2,...,(N — 1). Sinon nous aurions

pour certaines fonctions f(z) des solutions comportant des oscillations tres grandes pour des j suffisamment
grands.

Nous dirons donc que notre méthode numérique est stable si |k, | < 1 pour tout n =1,2,..., (N —1).
Sinon elle est instable. Comme
nmw
Ky = (1 — 20 (1 — cos (W)))
et 0 > 0, nous avons toujours k,, < 1 pour n =1,2,...,(N — 1). Pour la stabilité de notre méthode, nous

devons donc avoir que k,, > —1. Ainsi
nmw 1
Kp = (1720 (17008(—))) >-1 = o<————— pourtoutn=12,...,(N—1).
N (1 — cos (M»
N
Le terme de droite de cette derniére inégalité décroit avec n. Il suffit alors que

1

()

Lorsque N est grand, nous avons que cos((N — 1)7/N) ~ —1. Nous avons en fait que

o<

1

(55

Si nous prenons o < (1/2), alors notre méthode numérique sera stable. Dans nos exemples numériques
précédents, nous avions premierement

< pour tout N € N, N > 0.

N =

_1%2(0.0025) 1

0 - 1 si Az = 0.1 et At =0.0025

et nos calculs illustraient la stabilité; alors que

12 (0.01
UZM:1 si Az = 0.1 et At =0.01
(0.1)2

dans la deuxiéme situation et nos calculs illustraient bien 'instabilité.

Nous devons considérer aussi la question de la convergence de la solution numérique. Fixons o =
c? (At)/(Az)? dans notre méthode numérique. L’équation [3] est alors

Ui(j+1) — Ui(j) + U(Ul(i)l _ 2U1(J) + Uz(i)l)
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et considérons des maillages de notre domaine tels que Az — 0 et At — 0 (avec o fixé), i.e. que les mailles
deviennent de plus en plus fines, nous dirons alors que la méthode numérique converge si pour tout point
(x,t) dans notre domaine et (z;,t;) = (i (Az), j (At)) — (z,t), alors Ui(]) — u(x,t). Ici nous supposons que
x#0,0ett>0.

Nous allons premiérement esquisser un argument heuristique justifiant la convergence. Supposons que
le point (z,t) appartient & tous les maillages sur lesquels nous considérons la limite, i.e. = z; = i(Ax) et
t =t; = j(At). Nous pouvons toujours nous restreindre a ce cas a cause de la continuité de u(x,t). Nous

avons vu plus tot que Ui(j ) est une somme finie de fonctions de la forme

i (27 = (%) [ 20 (- n (2]

alors que u(x,t) est une somme infinie de fonctions de la forme

sin (5 ) exo - (F7) 1]

Dans ce dernier cas, il faut noter que la convergence de la série est tres rapide et que u(x,t) est approxima-
tivement égal a une somme finie. Maintenant esquissons la preuve que

sin @ k) — sin (wa) exp |— (m—ﬂ)Qt
N )™ )P ¢
lorsque Az — 0 et At — 0 en supposant que (n/N) << 1, i.e. (n/N) est petit relativement & 1. En effet,

N(Az)=¢ eti(Az)=z = sin <’7\?> = sin (W) - sm(”i;).

De méme, parce que

%<<1, U:(Ax)2’ N(Az)=¢ et t=j(At) = cos(n—)%l—f(—>2 et

=l (e () < o (] [ - 30 (2]
[-CErel - [-errQ)

Mais (Az — 0 et i(Az) =) = i — 0o , car © # 0. De méme, (At — 0 et j(At) =1t) = j — oo, car t # 0.
Avant de considérer la limite, rappelons que

J
lim [1 + a] =e* pour tout a € R.
J

J—00

Finalement si nous considérons la limite lorsque Az — 0 et At — 0, i.e. i — 0o et j — 00, alors

sin nmi I~ sin nmi 1 (cmr)2 t\ 1’ sin (nm:) . (cmr)Qt
—_ ~ —_— — |\ — - — _— — | — .
N )™ N ¢ j ¢ )P /
Ainsi la somme finie
N-1 .
. nmi j
Z Ay S1IN (N) an
n=1
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est approximativement égale a la somme

S () e[ (%)

qui est approximativement égale & u(x,t).
Si nous voulons étre plus précis, il faut tenir compte des termes d’erreur. C’est ce que nous allons
maintenant faire. Nous allons vérifier que si o < 1/2, alors Ui( 7

nous allons supposer que les dérivées partielles

converge vers u(x;,t;). Dans ce qui suivra,

0%u ; 0*u

2 et -

ot? Ozt
sont continues sur tout domaine de la forme [0,1] x [0,tF] o tr € R, tF > 0.
Etant donné Az > 0 et At > 0, nous avons vu au début du chapitre que

u(z,t + At) = u(x, t) + %(Jj, t) (At) + %%(m,a) (At)? (éq. [4])
“ 0? 104
u(z + Az, t) + u(z — Az, t) = 2u(x,t) + 871;(33, t) (Az)? + Ea—Z(ﬂ, t) (Az)? (éq. [5])

Ut <a<t+Atetz— Az < <z+ Az. En multipliant I’équation [4] par 1/(At), I'équation [5] par
02 /(Ax)? et en soustrayant ces deux équations, nous obtenons pour une solution u de 1’équation de la chaleur

2

(Az)?

u(z,t + At) — (u(x + Az, t) + u(z — Az, t))

1
@n"
est égal a 4
1 2¢? 10%u 2 o*u )
{(At) - (Ax)z} u(z,t) + [28t2(x,a) (At) — E@(ﬁ’t) (Az)?] .

Nous avons utilisé le fait que u est une solution de I’équation de la chaleur, i.e.

ou_ Lo
ot 92
Rappelons que o = c¢?(At)/(Ax)?. Alors
19%u , ! 84
u(z,t+At) = [ou(z+ Az, t)+(1—20) u(z, t) +ou(z— Az, t)] + QW(JJ, a) (At)® — (6 t) (At)?

Noter que
10%u ct 0tu

5 g (0:0) (A = 5 T5(5,0) (A = B

ou F est le terme d’erreur de discrétisation 4
Nous allons maintenant analyser le terme d’erreur e(J) = u(z;,t;) — Ui(J) pour 1 <i< (N—-1)etj>0.
)

Ici z; = i (Ax) et t; = j (At). Ainsi avec I'équation ci-dessus et 1'équation [3] définissant U,;”’, nous obtenons

6§j+1) U(J+1)

= u(ml, J+1)
10%u ct otu
=ocu(®iy1,t;) + (1 — 20) u(z;, t;) + ou(zi—1,t;) + [2 BT (zi, ) (At)* — ——(ﬁz, ;) (At) ]
— o Ui(—{-)l + (1 —20) Uz'(j) + an(i)J

) ) @ , [10%u .
— e+ 1-20) e o (1O ) (A7 = 5T ) (a0
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ouz; — (Az) < B <z + (Az) et t; < o5 < t; + (At).

Soit M) = max{|el(.j) | i =1,2,...,(N — 1)}, Perreur maximum en valeur absolue pour un temps
donné ¢;. En utilisant l'inégalité du triangle et le fait que les coefficients o et (1 — 20) sont > 0 parce que
0 < 0 < (1/2), nous obtenons

i+1) ) (G 10%u ct otu
D) < loeh |+ 10 = 22) )+ e + |5 ) (802 = S5 T ) (a0
) ) G, [L9%u 2 34
<oMY 4+ (1-20) MY +0 MY + 28162(3[;1,04])(&0 (61, 5) (At)?
13 U ¢t 9*u
() = 2Bt 2
M + 6t2 (331, ) 120 8%4 (ﬁ“tj) (At) .

Comme les points (x;, ), (5;,t;) appartiennent & un domaine [0,1] x [0, tp] pour un certain ¢p > 0 et que

19%u &t 0t
2 0t2 120 Ozt

est continue sur ce domaine compact (i.e. un ensemble borné et fermé), alors cette fonction est bornée, en
particulier il existe un nombre réel positif R tel que

2 4 o4

%%(zi,aj) — é—a%(ﬂi,tj) < R pour tout i, j.
Ainsi |el(]+1)\ < MW+ R (At)? et conséquemment MU+ < M)+ R (At)? pour tout j > 0. Nous avons
que M© = 0 par notre choix de Ui(o). 1l est alors facile de déduire par récurrence que M) < j R (At)2.
Comme précédemment, nous supposons que (z,t) est un des points de maillage pour lesquels nous calculons
la limite, i.e. t = j(At) et MY < Rt(At). Donc si (At) — 0, alors j — oo et M) — 0. Ceci montre que
lalgorithme converge si o < (1/2).

Pour clore ce chapitre, nous allons présenter une autre méthode numérique pour approximer la solution
u(zx,t), celle de Crank-Nicolson.

Une approche a laquelle nous pourrions penser pour notre probleme de la chaleur est d’utiliser I’approxi-
mation par différence finie centrée pour la dérivée partielle de u relativement a t. Celle-ci a été proposée par
Richardson en 1910. En d’autres mots, nous aurions alors que

Oou ~ u(z,t + (At)) — u(z, t — (At))

ot @t 2(A)

et nous aurions comme équation a résoudre

O ¥/ S W) S
2(At) - (A ) [Uzil _2U "’Uiil]'

Noter que dans ce cas, il nous faut ajouter les conditions: U(Ej ) = UéN) = 0 pour tout 5 > 0, ainsi que
des conditions initiales permettant de déterminer UZ-(O) et Ui(l) pour i = 1,2,...,(N — 1). Cependant cette
méthode n’est maintenant jamais utilisée, parce qu’elle est instable peu importe les valeurs de ¢2, Az et At.

John Crank et Phyllis Nicolson ont proposé en 1947 une méthode alternative. Il est possible de visualiser
I'approximation par différence finie progressive pour la dérivée partielle de u relativement & ¢ comme étant
Papproximation par différence finie centrée autour de ¢t + (At/2). Pour la dérivée partielle d’ordre deux par
rapport & x, nous voudrions I’évaluer & ¢ + (At/2), nous faisons la moyenne arithmétique des approximations
de cette dérivée évaluée a (z,t) et (x,t + At). Dans ce cas, la méthode de Crank-Nocolson est

Ui(j+1) _ UZ(J) U(J) 2Uz(j) + Uz(i)l U(J+1) _ 2U(]+1) UZ(iJlrl)

_ i i+1
(At) 2 (Az)? (Az)?
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Cette méthode est différente de la premiere méthode présentée au début du chapitre. Elle est implicite plutot
qu’explicite.
En effet, I’équation ci-dessus est équivalente a

o (i1 D) O Gt O hoO ,
_iUi(j-—{ )+ (1 +U)Ui(j+ ) §Ui(i‘i' ) _ §Ui(—Ji-)1 + (1 —U)Ui(]) + §Ui(i)1 (eq. [6])

pour 1 <i < (N—1)etj > 0. Il est aussi possible de généraliser la méthode de Crank-Nicolson en considérant
au lieu de la moyenne arithmétique des approximations de la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a = un
point quelconque entre ces deux valeurs approximatives. Nous parlerons alors de la 8-méthode. Ainsi

Ui(j+1) _ Uz(J) o, (1 9) Uz(i)l _ 2Ui(j) + Uz(i)l ; Uz(iTl) _ QUi(j+1) + Uz(iJlfl)
@an ¢ (Ax)? (Az)?

)

pour 1 <i< (N—1)etj>0etou0 <68 <1 dans cette derniere méthode. Cette équation est équivalente &

—00UYTY 4+ (14200 U5 — 00U = (1 - 0)0UY, + (1 —2(1 = )0)UY + (1 = 0)oUY,  (éq. [7)

pour 1 < i < (N —1)et 5 > 0. Il nous faut aussi ajouter les conditions: Uéj) = ](\?) =0 pour j >0
et Ui(o) = f(iAz) poir 1 < i < (N —1). Si 6§ = (1/2), nous obtenons la méthode de Crank-Nicolson, i.e.
Péquation [6], alors que si § = 0, nous avons la méthode explicite, i.e. I’équation [3]

Nous avons illustré ci-dessous les points du maillage qui interviennent dans les équations [6] et [7].

A
t

5 88!
J

(i-Di (i+1) X
0 - méthode

Y

Il faut donc résoudre un systéeme d’équations linéaires pour déterminer Ui(j ) dans la @-méthode (lorsque
0 < 6 <1). Cest I'explication du qualificatif “implicite” pour décrire ces méthodes. Plus précisément, en

supposant que UZ-(J ) connu pour tout 0 < ¢ < N, alors nous avons & résoudre un systéme de (N — 1) équations

linéaires dont les inconnues sont Ul(j H), Ug(j H), U 1(\?:1 ). Ce systeme est de la forme suivante:
(1+ 260) —lo 0 0
—0o (1+260) —0o 0 0
U(j"rl)
1
0 —0o (1+200) —bo 0 e 0
U(j-‘rl)
2
—v@
0 e 0 —0o (14 200) —bo 0
U(j-‘rl)
N-1
0 . e 0 —bo (14 260) —0o
0 0 —Oo (1+ 260)
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ot V) est un vecteur colonne (N — 1) x 1 fonction des valeurs Ui(j), 1<i<(N-1).

Ce systeme d’équations linéaires peut étre résolu sans trop de peine. La matrice du systeéme est tridi-
agonale et diagonalement dominante, i.e. chaque entrée sur la diagonale est strictement supérieure a la
somme des valeurs absolues des autres entrées sur la ligne ou la colonne la contenant. Cette #-méthode pour
0 < 0 < 1 nécessite plus de travail que la méthode explicite (f = 0), mais elle a des avantages quant a la
stabilité. C’est ce que nous allons maintenant étudier.

Proposition 1
(a) Soit (1/2) < 6 < 1. Alors la 8-méthode est numériquement stable. Nous disons alors que la §-méthode
est inconditionnellement stable.

(b) Soit 0 < 6 < (1/2). Si o < (1/2(1 — 20)), alors la -méthode est numériquement stable. Nous disons
alors que la -méthode est conditionnellement stable.

Preuve: Le cas ou 8 = 0 a été étudié précédemment, il s’agit de la méthode explicite, et nous avons
montré que la méthode est numériquement stable si ¢ < (1/2). Donc la partie (b) de la proposition pour
0 = 0 est vérifiée. Par la suite, nous supposerons que 6 > 0.

Pour étudier la stabilité, nous procederons comme pour la méthode explicite. Considérons le probleme
intermédiaire suivant:

—oUTY + (14 200) U7 — 0oUTTY = (1 = 0)aUD, + (1 = 2(1 — 0)0)UY) + (1 — )oU),

()
pour 1 <4 < (N —1) et j <0 avec la condition Uéj) = UJ(\,j) = 0 pour tout j >0

Par rapport a la #-méthode, nous avons laissé tomber la condition initiale Ui(o) = f(iAz) pour 1 < i <

(N —1). Nous allons déterminer des solutions non triviales du systéme (#) de la forme Ui(j) = F(i)G(j).
En remplagant dans ’équation, nous obtenons

—0oF(i+1)G(G+ 1)+ (14+200)F(i)G(j+1)—0cF(i—1)G(j + 1)
est égal
(1-0)cF(i+1)G(j)+ (1+200 —20)F(i)G(j) + (1 — 0)aF(i — 1)G(j).

Nous pouvons séparer ces deux fonctions et nous obtenons

G(i+1) (1—0)oF(i+1)+ (14200 —20)F(i)+ (1 —0)oF(i — 1)
G(j) —00F(i + 1)+ (14 200)F (i) — 0o F(i — 1)
:{ oF(i+1)—20F(G)+oF(i—1)

—0cF(i+ 1)+ (1+200)F(i) —0cF(i —1)

[+

Le terme de gauche est une fonction de j et celui de droite est une fonction de i. Pour que I’équation ci-dessus
soit vérifié, il faut que chacun des termes soit constant. Donc

GG+1) [ oF(i +1) — 20F (i) + o F(i — 1)
G(j) —0cF(i+ 1)+ (1+200)F(i) —0cF(i — 1)

J+1-2

ol A\ est une constante. Posons ' = A — 1. Nous obtenons ainsi deux équations:
oc(1+0NYF(@i+1)— 20+ XN +200N)VF(i) +o(1+0N)F(i—1)=0 et GG +1)=AG()

pour 1 <i< (N —1)etj<0. A ceci, il faut ajouter les conditionssuivantes:

UY =F0)G(G)=0,¥i>0 = F0)=0 et UY =FN)G({) =0 ¥j>0 = F(N)=0.
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En résumé, nous devons résoudre

oL+ ON)F(i+1)— 20+ XN +200\N)F(i) +o(1 +ON)F(i—1) =0 avec F(0) = F(N) =0 et
G +1) = AG())

pour 1 <i< (N —1)etj<0.

Si (1+6)N)=0,ie )N = —071 alors la premiere équation équivalente & F(i) = 0 pour tout 1 < i <
(N —1). Comme nous cherchons des solutions non triviales, nous pouvons donc supposer par le suite que
(1+6XN)#0,ie N #—-071

Si (1+6))#0,ie N #—0"1 alors la premiere équation est d’ordre 2 et elle est équivalente &

/

Fi+1)— {2+J(

HGA’))} F(i)+F(i—1)=0

apres avoir divisé par o(1 + 6X). Il nous faut étudier les racines du polynéme

!
. {2—1—
o

mm]x—i—lzo.

Nous avons trois cas: (i) deux racines réelles distinctes; (ii) une racine réelle double; (iii) deux racines
complexes non réelles distinctes. Dans les deux premiers cas (i) et (ii), & cause de la condition F(0) =
F(N) = 0, nous obtenons que F(i) = 0 pour 1 < i < (N — 1) et il nous faut rejeter ces deux cas. Il nous
faut donc considérer seulement le cas (iii). Ces deux racines sont

N N N N N N
1 4 t 1 — 4].
T osaren) T\ sa+en [0(1 I UR } R = e U R [ e v L(l U ]
Parce que ces racines sont complexes non réelles, nous devons avoir que

! li /
A { A )+4}<0 <= —4<——i——<0

a(14+6XN) [o(1+6N a(l1+6XN)

Si p est la norme de ces deux racines, alors comme pour le cas explicite et a cause de la condition F'(0) =
F(N) = 0, nous obtenons que

F(i):pisin (T) avecn € N, n>0, n20 (mod N)

Nous pourrions calculer explicitement p, mais ceci ne sera pas nécessaire pour la stabilité. Pour la deuxieme
équation G(j + 1) = AG(j), nous obtenons que la solution est G(j) = AN . Nous obtenons donc que

U9 = Apisin () M
i p sin N

avecn € N, n >0, nZ20 (mod N), est une solution du systeme (#), o1 0 < i < N et j > 0. Ici p et A
dépendent de n et nous écrirons p, et A, pour souligner cette dépendance. Il est possible de restreindre n
entre 1 et N — 1. Finalement nous obtenons que la solution de (#) est de la forme

N—-1 .
i 7; Qn Py S N n

Pour la stabilité, il faut s’assurer que |A,| < 1. Rappelons que A, = A, + 1. Conséquemment pour la
stabilité, il faut que s’assurer que —2 < X/, < 0. Nous avons montré ci-dessus que

)\I

_4<EHI§ES<O (inégalié [1])
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Noter que o > 0. Si (1+60X,) >0, i.e. A}, > —0~!, alors nous obtenons de I'inégalité [1]:

4o
—4o(1+ 0N N —4 14+ 400)\, < 400N —_— < X .
o(1+6X,) <A, <0 = o< (1+400)\, <4dobX, = (1+409)<n<0

Si (146))) <0,ie. X\, < —0"1 alors nous obtenons de 'inégalité [1]: —4o(1+6X,) > N/, > 0. Nous avons
alors une contradiction, car § >0 = X, <0 et aussi A}, > 0. Ainsi nous avons 'inégalité

4o ,

Si maintenant
4o
L
~ (1+4400)

alors nous aurons la stabilité de la #-méthode. Nous avons les équivalences suivantes

4
—2< —m = —2(1+400) < —40 = —1<-20(1-20). (inégalité [2])
g

Montrons maintenant (a). Soit (1/2) < @ < 1. Alors (1 —260) <0 et —20(1 —260) > 0. Conséquemment
Pinégalité [2] est vérifiée et par le fait méme la §-méthode est numériquement stable.
Montrons maintenant (b). Soit 0 < § < (1/2). Si

1
[ — — < — — > —
o< 51— 20) = 20(1-20)<1 = 20(1—20) > -1

car (1 —260) > 0. Ainsi I'inégalité [2] est vérifiée et par le fait méme la §-méthode est numériquement stable
si

1
< —
7= 51— 20)
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ANNEXE 1

Solutions des exercices.

Chapitre 1

Exercice 1.1

a) Cette EDP est linéaire, non homogene et d’ordre 2. Pour montrer que PEDP est lindaire, considérons
I'opérateur

B 0%u ou

~ Ox2 + x(“)y'

Celui-ci est linéaire. En effet, prenons a,b € R et u,v deux fonctions. Alors il nous faut vérifier que
L(au+bv) = aL(u) + b L(v). Mais par les propriétés des dérivés partielles, nous obtenons

u— L(u)

O?(au+bv) I au+bv) 0?u 0% ou v
L bv) = =0—+b— —+br—=al b L(v).
(au+bv) 922 +x 3y aos + 922 + amay + xay a L(u) + b L(v)

Ceci complete le preuve que L est un opérateur linéaire. Comme notre équation est de la forme L(u) = y,
nous pouvons conclure que 'EDP est linéaire. A cause aussi de cette forme, 'EDP est non homogene.
Comme la dérivée partielle d’ordre supérieure est d’ordre 2, alors 'EDP est d’ordre 2.

b) Cette EDP n’est pas linéaire. Elle est d’ordre 1. Cette EDP est de la forme T'(u) = 1 ot T est I'opérateur

ot~ (%) (2).

Pour vérifier que cette EDP n’est pas linéaire, il suffit de montrer que 7' n’est pas un opérateur linéaire. Il
nous faut donc trouver deux nombres réels a et b, ainsi que deux fonctions u et v tels que T'(au + bv) #
aT(u) +bT(v). Prenons a=b =1, u= (2x +y) et v = y%. Nous obtenons

x 2)\? x 2
T(u+v)=TQ2x+y+y?) = (W) + @2z +y+9°) (W)

=224+ 2z +y+y)(1+2y) =4+ 22 +y+2y° + 3y* + day;

2
T(u)=T02z+vy) = <8(2(:;:y)> + (2z+y) <8(23;;—y)) =224+ 2c+y)=4+20+y et .

T(v)=T(y*) = (%f)Q +y° <%‘f) =0+y°(2y) = 2¢°

Nous voyons bien dans ce cas que T'(u+v) # T'(u) +T'(v). Ceci montre que 'EDP n’est pas linéaire. Comme
la dérivée partielle d’ordre supérieure est d’ordre 1, alors '’EDP est d’ordre 1.

Pour ¢), d) et e), nous allons seulement donner les réponses. Il suffit de procéder comme ci-dessus dans
chacun de ces cas, nous laissons aux étudiant(e)s le soin de faire ces vérifications.

¢) Cette EDP est linéaire, homogene et d’ordre 4.
d) Cette EDP est linéaire, non homogene et d’ordre 2.
e) Cette EDP n’est pas linéaire. Elle est d’ordre 2.
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Exercice 1.2
Si u(z,y) = 2% — y?, alors

ou 0u ou
5= 55 =2 o=
montre que u est bien une solution.
Si u(x,y) = e sin(y), alors
ou , 0?u , u
o e’ sin(y), i e’ sin(y), 9y

montre que u est bien une solution.

Exercice 1.3

0u Pu  0*u
-9 Lt —2-2=
Oy? = Ox? + Oy? 0
N 0%u o Pu  0*u
— =€ cos(y), 0 —e¥sin(y) = 922 + 2 =0

Rappelons que 1’équation différentielle ordinaire Y (y) + Y (y) = 0 pour laquelle Y = Y (y) est une fonction
de la variable y et Y (y) désigne la dérivée seconde par rapport & y a comme solution générale Y (y) =
a cos(y) + bsin(y) olt a et b sont des nombres réels quelconques. Nous pouvons maintenant adapter ce

résultat. Ainsi 'EDP
0%u

dy

avec u = u(z,y),

a comme solution générale u(z,y) = a(z) cos(y) + b(x) sin(y) ot a(z) et b(x) sont des fonctions quelconques

de x.

Exercice 1.4

Sié=x+4yetn=ax—y, alors en utilisant la regle de chaines nous obtenons

Ou_0udk ouon_ou o
dr 0£0x  Onodx 0  On’
0%u 0 [Ou Oul 9¢ 0 [Ou Oul| On u  0%u Pu 0%
=t o ot a | met o o= |ag Taa | D+ |50 + 55
0x2 0§ 9§ On|dx On |0  On| Ox 0&2  OEonm 0&0n  On?
a0 o
- 0gr T ogon - o’
Ou_oudE  oudy _ou ou
dy  0Edy  dnoy 05 Iy
Pu_ 0 [ou_ou) ot 0 [ou_ou) oy _[PPu_ Pu) . [Fu o
oy 0 |0¢  On| oy On|oE On| oy |0  0ton 0&0n  On?
_Pu o o
- 0€2 0con  on?’
Conséquemment
%u  O%u . 0%u
@7@—0 deVIent 48587’]70
I1 nous suffit donc de résoudre ’EDP
0%u B
ocon
Mais nous avons
0%u ou

_ 9 |ou
ogon — 9¢ [877]
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ou f, g et h sont des fonctions dérivables arbitraires. Donc la solution générale est u(z,y) = g(x+y)+h(x—y),
avec g et h comme ci-dessus.

Exercice 1.5
Rappelons que nous avons

r=+/22+y? et 0=arctan(y/x).
En utilisant la regle de chaines, nous avons
ou_ouor o« 0wy 0w
dx  Ordx  000x \[a24y20r (22 +y?) 00’

Pu _ 9 z ou, = Qudr  Ou 9] _ 0 y du
912~ x| \Jr2 12| Or  JaP a2 LOr2Or  9rdfdr| x| (z2+y?)| 96
oy [Puor uo
(22 +y2) |Or00 0z~ 002 Oz

B y? ou 2xy  Ou z2 0% 2xy ou? y? 0%u

T (a2 +y2)320r * (22 +y2)2 90 * (z2+y2) Or2 (22 + y2)3/2 9r 96 * (a2 + y?)2 062

ou_ouor wod ___y ow o ou
oy Ordy 000y Vaz+y2 or (2 +y?) 00
du_of y Jou, .y [Fuor Puow] 0 = Jou
Oy Oy | \Ja g2 | Or  \Ja2 fy2 [Or2 0y  0rdo oy Ay | (z2+y?)] 00
v [Puor oo
(22 +y2) |0rd0 0y 062 dy

z? ou 2zy  Ou y? 0%u 2zy ou? x? 0%u

T (@24 y2)32 0r @2+ 92200 (22 +y?) Or2 (22 +42)3/2 Or 00 + (22 + y2)2 962"

Donc apres substitution et simplification, nous obtenons que

@—k @4—@ est équivalent a @—k 71 @+@+71 @
ot \ 02 ' 9y? d ot "\ g or o2 (i2+42) 062 )

Comme r = /22 + 32, I’équation de la chaleur en coordonnées polaires est
ou k (1 ou *u 1 82u)

o "\rar "oz Tz

Chapitre 2

Exercice 2.1

0 0 0 0 ou 0 0 ou ou ou

2 2 2 2
:(8“_ O7u +2/\8“>+c<au caz+2Aau>

o2~ “otow ot ozot oz oz
ou
— ZCA%
2 2
_ @ 62@ _|_ 2)\@



en supposant que les dérivées partielles d’ordre 2 de u sont continues. Cette derniére hypotheése a comme

conséquence que
9%y B 0%u
dtdx Oz ot

<3 + ca> <8 - cﬁ + 2/\) u—2c)\@ =0,

Si nous considérons

ot ox ot ox ox

v

ov ov ou
(82& + Cax) — 20)\% =0.

alors

Nous obtenons donc le systeme

Ju ou
a—c%—l-?/\u—v

ov v ou
a + C% — 20)\% =0

Mais ce systeme est équivalent au systéeme

ou ou
a — C% =v—2\u
Ov ov ou

Exercice 2.2
Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires

dt 1 ¢ dx
— = e — =c
ds ds
Nous pouvons résoudre ces équations par séparation de variables:

dt
d—:l = dt=ds = /dtz/ds—f—constante = 1t=s4+1t
S
et
dx
d—:c = dr=cds = dr =c¢ | ds+ constante = x =cs+ xg.
S
Si nous considérons la fonction u recherchée comme fonction de s, i.e. u(s) = u(x(s),t(s)), alors en utilisant
la regle de chaines et le fait que u est une solution de ’'EDP

ou ou
E—I—C%—I—)\U—O,

nous obtenons
ds Oz ds ot ds Cdac ot v

Nous pouvons résoudre cette derniere équation différentielle ordinaire par séparation de variables

du du du

I -Au = —=-Xds = — = —)\/ds + constante = In(u) = —\ s + constante.
s U U

Si nous fixons u(0) = ug, alors nous aurons u(s) = ug e **. Ainsi les courbes caractéristiques sont

s+ (x(8),t(s),u(s)) = (cs + xo, s + to, ug e ).
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Si nous considérons les conditions initiales: xg = 7, tg = 0 et ug = f(7), alors nous obtenons les courbes
caractéristiques:
s (x(s,7),t(s,7),u(s, 7)) = (cs+ 7,5, f(T) e ).

11 est possible de déterminer la fonction inverse de (s, 7) — (x(s,7),t(s,7)). En effet

cs+T1=2x s=t
= .
s=t T=x—cs=x—ct

Donc si nous exprimons u en fonction de x et ¢ plutdt que s et 7, nous obtenons u(z,t) = f(x —ct)e
Cette fonction est la solution du probleme. Nous pouvons vérifier ceci facilement. En effet nous avons

—At

% _ / -t —At % — f/ —At
i cef'(x—ct)em + (=N f(z —ct)e et e fl(x—ct)e ™.
Conséquemment
Ou  Ou e At At 1o Xt _ —At _
5 +08x+/\u_ cf'(x—ct)e™™ + (=N f(z —ct)e ™ +cf (x —ct)e ™ + Af(x —ct)e™™ =0

et u(x,0) = f(z —c(0)) e 0 = f(x).

Exercice 2.3
a) Si f(z) =z et g(x) = 0, alors la solution de d’Alembert est

x+ct x+ct
u(x,t)zi/ g()\)d)\+%(f(x—kct)—i—f(x—ct))z—/ Od)\—i-%((x—kct)—k(a:—ct)):a:.

r—ct 2¢ —ct

b) Si f(x) =0 et g(x) = x, alors la solution de d’Alembert est

1 z+ct 1 1 r+ct 1
u(z,t) = %/, g A d\+ §(f(gc +ect)+ f(xz—ct)) = % /x_ct AdX + 5(0 +0)
1 AZ A=z-+tct 1 ) )
=50 (2] = o ((z + ct)” = (z — ct)?) = at.

¢) Si f(x) =sin(x) et g(z) = —ccos(z), alors la solution de d’Alembert est

u(z,t) = % /:+Ctg()\) A+ %(f(a: +et)+ fla— ct))

—ct

1 x+ct 1
=— —ccos(AN)dA + = ( sin(x + ct) + sin(x — ct))
2c r—ct 2
1 (A A=x+ct 1 . " . .
= 5 ( — csin( )] N + §<sm(:17 +ct) +sin(z — ¢ ))

= —%(sin(z + ct) — sin(x — ct)) + %(sin(:p + ct) + sin(x — ct)) = sin(x — ct).

d) Si f(x) = sin(x) et g(z) = ccos(z), alors la solution de d’Alembert est

1

u(x,t) = %

/:m g\ A+ %(f(a: ) + fla—ct)

—ct

1 x+ct 1
= ccos(A) dA+ = ( sin(z + ct) + sin(z — ct))
2c r—ct 2
1 A=z+ct 1
=5 (c sin(/\)} N + 3 ( sin(z + ct) + sin(z — ct))

= %(sin(a: + ct) — sin(z — ct)) + %(sin(a: + ct) + sin(z — ct)) = sin(z + ct).
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Exercice 2.4
Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires

ﬂ—l et d—x—ew
ds ds

Nous pouvons résoudre ces équations par séparation de variables:

dt
d—zl = dt=ds = /dtz/ds—f—constante = 1t=s4+1t
s
et
dz dxr
Is =e" — = ds = /e_“; dr = /ds + constante = —e~ ¥ = s+ constante =
s e

1
z(s) = —In(—s + constante) = z(s)=—In(—s+e ) =1n (_IO) .
et —s
Dans ce dernier cas, nous avons posé comme condition initiale z(0) = xo.
Si nous considérons maintenant u comme une fonction de s, i.e. u(s) = u(x(s),t(s)), alors par la régle
de chaines et le fait que u est une solution de ’EDP, nous obtenons
du  Oudr Oudt Ou Ou

x

G owds Totas Cortar

Cette équation différentielle ordinaire peut facilement étre résolue. Nous obtenons u(s) = ug.
Si nous prenons maintenant comme condition initiale: g = 7, tg = 0 et ug = 7, nous obtenons pour
chaque 7, la courbe caractéristique

51 (2(s,7), H(s, ), uls, 7)) = (m (6_71_8) ,s,T> .

La fonction (s,7) — (z(s,7),t(s,7)) a une fonction inverse. En effet, s =t et

1 1
len()zln( ) = e=("-t) = e +t=e¢" = Inle®+it)=-7
eT—s e T —t

nous permet de conclure finalement que

La solution du probleme est

1 e’
u(x,t) n<61+t> n(l—i—tefv) x —In(1 + te®)

en substituant Pexpression pour 7 dans u(s,7) = 7 par leurs valeurs en fonction de x et ¢.
Nous pouvons vérifier que cette fonction est bien une solution du probleme. En effet, nous avons

@—1— 1 te® et @—— ; e’
dr 14 te ot 14 te® '

%_Ff%__# T+T 1— #tm =0
ot e@x_ 1+ te” € € 1+ tez “ )=
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et u(z,0) = .

Exercice 2.5
a) Nous pouvons écrire 'EDP sous la forme

0 9] 0 9]
(815 +08z> (315 — 08:17> u= F(z,1).

En effet, nous obtenons

0 ON(D_ 0N, (0. 0\(ou_ o\ _ Fu_ ou P Lo
ot oz ot oz T\ ot oz ot dr )  Ot? Ot Ox Oz Ot 0x?
Pu 0%
=z g Pt

en supposant que les dérivées partielles d’ordre 2 de u sont continues et conséquemment que

9%u B 0%y
dtdx Oz It

0 0 ou ou

———

v

Si nous considérons

nous obtenons bien le systeme
ou ou

— —Cc— =

ot ¢ ox

ov ov

b) Pour déterminer la solution w, il nous faut premieérement déterminer v tel que

ov ov

Les conditions initiales u(x,0) = f(x) et %(w, 0) = g(x) signifient en utilisant la premiére équation de (x)

que
v(z,0) = %(m,O) - c%(m,O) =g(z) — cf'(2).

Nous avons donc comme probleme a résoudre

0 3}
Y v - F(x,t) avec comme condition initiale v(z,0) = g(z) — cf'(z).

— 4+ c— =
ot Ox
Il nous faut donc considérer le systeme d’équations différentielles ordinaires

w_
ds ¢ ds _ ©

Ces équations peuvent étre résolues par séparation de variables:

dt

d—fl = dt=ds = /dt:/ds+constante = t=s+1
s

149



et

d
d—m:c = dr=cds = /dac:c/ds—l—constante = x=cs+ .
s

Si nous considérons v comme fonction de s, i.e. v(s) = v(x(s),t(s)), nous obtenons
dv Ovdxr Ovdt ov  Ov
T T 2y I F —F / A
ds  Ovds  Otds Cox 0t (w(s), 4(s) (cs+ 0,5+ t)

Par le théoreme fondamental du calcul, nous obtenons qu’il y a une seule solution telle que v(0) = vy et
celle-ci est

v(s) = </ Flew + xp,w + tg) dw> + vg.
0

Si nous considérons les valeurs initiales 2, = 7, t, = 0 et vg = g(7) — ¢f’(7), nous obtenons pour chaque 7
la courbe caractéristique

s — (z(s,7),t(s,7),0v(s,7)) = (cs+r,s, (/OSF(cw +7,w) dw) +g(1) — cf’(¢)> .

La fonction (s,7) — (x(s,7),t(s,7)) a une fonction inverse (z,t) — (s,7) = (t,x — ct), car s = t et
r=cs+7 = T=z—cs=x—ct. Enremplacant ces valeurs dans l’expression pour v, nous obtenons
la solution

t
v(x,t) = (/ Flcw+z —ct,w) dw) +g(x —ct) —cf'(x — ct).
0
Nous pouvons maintenant considérer le probleme

ou_ ou
ot c@x

=wv avec la condition initiale u(z,0) = f(x).

Ici v est comme ci-dessus.
Il nous faut donc considérer le systeme d’équations différentielles ordinaires

ﬂ—l et d—x——c
ds ds

Ces équations peuvent étre résolues par séparation de variables:

dt
cT:l = dt=ds = /dtz/ds—i—constante = t=s+tp
s
et
dx
d—:—c = dr=-—cds = /dmz—c/ds—&—constante = T =-cs+ xp.
s

Si nous considérons u comme une fonction de s, nous obtenons avec la regle de chaines

dﬁ_@dﬁ+@ﬁ__@+@_ (z(s), (s))
ds  Ozds  otds oz ot W8NS

s+to
= {/ Flecw+ (kg —cs) —c(s+tg),w) dw} +g((xo —cs) —c(s+to)) —cf' ((wog —cs) —c(s+ o))
0
s+to
= {/ Few+ —2cs+ xg — cto,w) dw} +g(=2¢cs+x9 — ctg) — cf'(—=2cs + xo — ctp).
0
Donc la seule solution u(s) telle que u(0) = ug est
s po+to s S
u(s) = // Fcw—2co+z9—cly,w)dw da+/ g(7200+xofct0)dafc/ ' (—2co+z0—cty)do+up.
0J0 0 0
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Maintenant si nous prenons comme valeurs initiales: o = 7, to = 0 et ug = f(7), nous obtenons pour chaque
7 la courbe caractéristique: s +— (x(s,7),t(s,7),u(s, 7)) avec x(s,7) =T —cs, t(s,T) = s et

u(s,r):/o/o F(cw—200+7’,w)dwd0—|—/0 g(—200+7’)d0—c/0 f'(=2co + 7)do + f(7).

Nous pouvons faire des substitutions pour chacune de ces intégrales. Posons A = —2co+7, alors dA = —2cdo
et avec cette substitution dans chacune des intégrales simples nous obtenons

s T—2cs -1 1 T
-2 = i S
/0 g(—2co+T1)do /T g(N) < 20) dA % g(A) dA

T—2cs

et

/Osf’(—QCU—&-T)da:/TT2csf’(/\)<_1>d)\ L[ f’(A)dA:i(f(A)r:T

% - % T—2cs
1

T2

Pour l'intégrale double, nous avons

(f(1) = f(7 = 2¢9))

// F(cw—Qca—&—r,w)dwdaz// Flcw—2co+1,w)dwdo
0Jo R

ou R est l'intérieur du triangle dans le plan des o,w dont les sommets sont (0,0), (s,0) et (s,s), i.e. R =
{(o,w) € R? | 0 < w < o < s}. Considérons les nouvelles coordonnées

a=cw—2co+T w=7/
B=w - o=—af2c+B/2+71/2

Le jacobien de ce changement de coordonnées est

Qw  Ow 0o 1
Ow,0) _|0a OB _ —1/2¢
e, B)  |9a do| B '

Avec ce changement de coordonnées, nous obtenons

/OS/OGF(CLU—QCU-FT,w)ddeZ///F(Oz,ﬁ) (i) dacdp

—a B T
0<p< —+ = — <
shs 20+2+20_S}

avec

R = {(a,ﬂ) € R?

Donc

u(s,7) = ;c///F(a,ﬂ)dozdﬂJr;C/: g(\)d\ — 1(]“’(7’) — f(r —2¢9)) + f(7).

—2cs 2

Nous pouvons aussi noter que la fonction (s,7) +— (z(s,7),t(s,7)) a un inverse. En effet,

r=T—cCS§ s=t
= .
t=s T=x+ct

En remplagant dans ’expression pour u, nous obtenons

xz+ct
u(m,t):i///F(a,ﬁ)dadﬁ—i—%/ g AA+ 5 (Fa+ c) + [a — b)),

r—ct
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avecR’={(a,ﬁ)eR2 0<p8, —f -5 > =G, —§c+g§2c}-

Comme ¢ > 0, alors R = {(o,8) e R? |0 < B3, a+cB < (z+ct), a—cB > (x—ct)} et R est
Pintérieur dans le plan des «, 8 du triangle dont les sommets: (z —ct,0), (x+ct,0) et (z,t). Nous obtenons
finalement que

t pxtct—cf3 xt+ct
W,t):%// F(a,ﬁ)dadﬂ—&—%/ 9N AN+ 3 (F(a +et) + (1)

0Jz—ct4cl r—ct

Chapitre 3

Exercice 3.1
i) Pour ’équation

x@—x O*u + 2@_3@_0
or2  Yoroy Y 82 " Cor

alors B? — 4AC = (—zy)? — 4(z)(y?) = 2%y? — 42y® = 2y?(x — 4). Pour déterminer le signe de B? — 4AC,
il nous faut premiérement déterminer les points (z,y) € R? tels que B? — 4AC = zy?*(x — 4) = 0. Nous
obtenons ainsi que soit x = 0, soit y = 0 ou soit x = 4.

Pour chacune des régions de R?\ ({(z,y) e R? |z =0} U{(z,y) e R? | y = 0} U{(z,y) € R? | x = 4}),
nous pouvons déterminer les signes de B2 — 4AC. Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.

+ - +
— 7"
+ - +
N AN
x=0 x=4
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L’équation est hyperbolique sur la région hachurée ci-dessous

.

x=0 x=4

AN
N\

L’équation est elliptique sur la région hachurée ci-dessous

/\//////\

x=0 x=4

L’équation est parabolique sur les deux droites verticales: * = 0 et = 4, ainsi que sur la droite
horizontale y = 0.

ii) Pour ’équation

0%u 8%u 0%u @ B

alors B2 — 4AC = (xy)? — 4(z)(y) = xy(ry — 4). Pour déterminer le signe de B? — 4AC, il nous faut
premieérement déterminer les points (x,y) € R? tels que B? — 4AC = xy(zy — 4) = 0. Nous obtenons ainsi
que soit x = 0, soit y = 0 ou soit xy = 4. Les points (z,y) € R? tels que xy = 4 est une hyperbole dont les
asymptotes sont les axes des x et des y.

Pour chacune des régions de R%\ ({(z,y) € R? | z = 0}U{(x,y) € R? | y = 0}U{(z,y) € R? | 2y = 4}),
nous pouvons déterminer les signes de B? — 4AC. Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.
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- -
=4 —
\ -
U < -0
+ +
\
x=0

L’équation est parabolique sur la droite verticale: x = 0, la droite horizontale y = 0, ainsi que sur
I’hyperbole xy = 4.
iii) Pour I’équation

:eCD

© B2 x@x@y 0y? You
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alors B2 —4AC = 2% — 4e*(—1) = 22 +4¢e® > 0 pour tout (z,y) € R? car 2% > 0 et €* > 0 pour tout x € R.
Donc I’équation est hyperbolique sur tout le plan R2.
iv) Pour 1’équation
0%u 0?u  d*u
2
—+2r—y)=—F+-5=0
T or2 + 2z y)axay * Oy>?
alors B2 —4AC = (2(z—vy))? —4(2?)(1) = —8zy+4y? = 4y(—2z+y). Pour déterminer le signe de B?> —4AC,
il nous faut premiérement déterminer les points (z,y) € R? tels que B? — 4AC = 4y(—2x + y) = 0. Nous
obtenons ainsi que soit y = 0, ou soit (—2z +y) = 0.
Pour chacune des régions de R? \ ({(z,y) € R? | y = 0} U {(z,y) € R? | =2z + y = 0}), nous pouvons
déterminer les signes de B2 — 4AC. Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.

y=2x

/

L’équation est hyperbolique sur la région hachurée ci-dessous
7/

/ // -

/ \y =0

L’équation est elliptique sur la région hachurée ci-dessous

y=2x

// y=0

/7

L’équation est parabolique sur la droite horizontale y = 0, ainsi que sur la droite y = 2x.
v) Pour I’équation
0%u 0%u 0%u ou ou
— —5— = — +4— —x— =si
Ox? Oz Oy (+y) 0y? + ar Oy in(2)
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alors B2 —4AC = (=5)? — 4(1)(—(z + y)) = 25 + 4(x + y). Pour déterminer le signe de B? — 4AC, il nous
faut premierement déterminer les points (z,y) € R? tels que B2 — 4AC = 4z + 4y + 25 = 0. Nous obtenons
ainsi I’équation de la droite y = —z — 6.25.

Pour chacune des régions de R? \ {(z,y) € R? | 4z + 4y + 25 = 0}, nous pouvons déterminer les signes
de B? — 4AC. Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.

\ +

—
y=-x-6.25

L’équation est hyperbolique sur la région hachurée ci-dessous

&7

y=-x-6.25

L’équation est elliptique sur la région hachurée ci-dessous

N

2
/ e s

L’équation est parabolique sur la droite y = —z — 25/4 = —z — 6.25.

Exercice 3.2
i) Pour ’équation
5 0%u 0%u 5 0%u ou

2?28 gyt 3y =0
L xy@:v@y 588‘1/2+ Yor — o

nous avons B? — 4AC = (—xy)? — 4(2y?)(—2?) = 92%y?. Donc B? — 4AC = 0 si et seulement si 2 = 0 ou
y = 0. De plus comme 92%y? > 0, alors B2 —4AC > 0 si et seulement si x # 0 et y # 0. Donc ’équation est
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hyperbolique aux points (z,y) ol & # 0 et y # 0. En d’autres mots, I’équation est hyperbolique pour tous
les points qui ne sont pas sur les axes des x et des y

Les équations caractéristiques sont

dy B+ vB?—4AC _ (—ay) +92%?  w dy

" — VB2 —4AC  (—ay) — \/922y? x
= — e _—= = = ——,
dz 2A 2(2y?) 2y  dx 24 2(2y?) Y
Nous pouvons résoudre ces deux équations différentielles ordinaires en utilisant la méthode de séparation de
variables. )
d
&_ 2 = 2ydy=zdx = /2ydy:/acdx = 3 £+c.
dr 2y 2
Nous pouvons donc considérer la coordonnée caractéristique &(z,y) = y? — 22/2
d 2 2
&z = ydy=—-zdx = /ydy:f/zdx = y—:fforc.
dx Y 2 2

Nous pouvons donc considérer la coordonnée caractéristique n(x,y) = v2/2 + y?/2
Les coordonnées caractéristiques sont £(z,y) =y

22/2 et n(z,y) = 2%/2 + y*/2.
Nous pouvons maintenant effectuer le changement de variables. Par la regle de chaines, nous avons
8u_8u8§+8u8n x@—l—x@ 8u_8u6§ Ou On ou
Oor 060x Onox 103 on

oy~ ocay onoy  Yoe Y

Ou_ ou L (0u0k | Fuon) ou (0w ok ouon
ox2  O¢ 0€2 Ox

oconox) T on o€ 0n 0z | O o
_wi+(22)ﬂ+ i_@+au
oe? acon Lo o
OPu_ (PudE O O\ OPu 06 OOy, OPu 0w O%u
ooy 92y | onoE dy aconay o ay) Yoz T Wacan T Vo

@_2@4_2 @%4‘ 32“@ +@+ 62u%+&@
a2~ “oe T Y\oeay T onoc oy an d0ndy  on? dy
82 0%u 32 ou  Ou
= 4y? e + 4y? 9€ an +y 2— + —

an? T oe
Noter que y? = 2(&£ +1)/3 et 22 = (=2 + 4n) /3. En substituant ceci dans I’équation, nous obtenons

ou

—2y? — 227 — day)—
yaganﬂ Yo -2 xy)ang
Pu  2(z+y)?ou (2y2 — 22 + 4zy) Ju n 1 —0
O On 922y2 9 9x2y2 on 3x2y2u_

(2y° —z2+4xy)g—z -3u=0 =

Nous allons maintenant décrire I’équation canonique pour le premier quadrant du plan, a savoir les points
(z,y) tels que > 0 et y > 0. Donc

v (—2§3+4n) ot 2(6;77)

Pour les autres quadrants, il suffit d’ajuster les signes devant les radicaux. Finalement

0*u +(\/2 E+m)/3+ V(=26 +dn) /3) du 2 +4y/2(€ + n)(—2€ + 4n)/9 du
9 On (€ + ) (=28 + 4n) 23 2(& + ) (=26 + 4n)
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Si nous avions utilisé les coordonnées o = £ +n = 3y?/2 et 3 = £ —n = (y?/2) — 2%, alors nous
obtiendrions la deuxieme forme de ’équation canonique. Dans ce cas, nous aurions

Pu_ O 1o (aTHes o 8
da?  9p%2 200« 6ar/a—36 08  2ala—3B)

ii) Pour I’équation
0%u 0%u 0%u  Ou
2 2
T Y 6y = +—=0
ox? Yor Oy 4 oy?  Ox
nous avons B2 — 4AC = (—wy)? — 4(2?)(—6y?) = 252%y%. Donc B? — 4AC = 0 si et seulement si 2 = 0 ou
y = 0. De plus comme 2522y? > 0, alors B2 — 4AC > 0 si et seulement si  # 0 et y # 0. Donc 1'équation
est hyperbolique aux points (z,y) ot & # 0 et y # 0. En d’autres mots, ’équation est hyperbolique pour
tous les points qui ne sont pas sur les axes des x et des y.
Les équations caractéristiques sont

dy B+ VB?—4AC _ (—wzy)+/252%y* 2y dy = B-—VB?—4AC _ (—zy) — /252%y> _ —3y
dr 24 o 212 T ox'dr 2A o 222 ooz

Nous pouvons résoudre ces équations caractéristiques par la méthode de séparation de variables.

d
dy 2y dy _dv /CL:
dx T 2y T

1
3 In(y) = In(z) + constante =

Y= ?c = x_2y =c¢ ou c est une constante.

Nous pouvons donc considérer la coordonnée caractéristique &(z,y) = 2~ 2y.

d _ _
e T e -
dx z -3y x

= & 5 In(y) = In(z) 4 constante =

y=x3 = 23y=¢ ol est une constante.

Nous pouvons donc considérer la coordonnée caractéristique n(x,y) = x3y.
Les coordonnées caractéristiques sont &(x,y) = 22y et n(x,y) = 23y
Par la regle de chaines, nous obtenons

ou  OudE  Oudn ou ou Ou _OQudf  Oudn  _,0u_  50u

g _gnos | ORYT 9 = =
or ~ ocox T onox 1”%H3y% oy —ocoy Tonoy " ok

0%u 0%u ¢ 0%u 877) . ya

T gt -3 T uYs htdd vv 2
a2z~ 0% %gm’N%wﬂawwx 3

" < 0%u O¢ N 0%u 37))

oo oz On? Ox

0%u 0%u 0u ou ou
46,2078 o 1 9 4 27 —4
=4dx y6£2 12z ya a§+9x 82+6x yag—kﬁxya
0%u _a0u _ 0%u O¢ u on ou 0%*u 06  0%*uon
= 9 37_2 3 27" 2 YS it )
520y =2 (5 oy * aeanay) o 9 (sedoy * 5 o)
0%u 0%u 0%u 30U ou
— _9,.-5 5, 0°U 2
= -2z y8§2+y8§8 +3xyan2 2z~ 3§+3 377
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2 Sy S oA 2
By? €2 0y 0gon y aEon oy T P oy * i

2 2 2 2 2 2, 2 2,
0u:172 O*udg | 07u On e 0°u 0§  0%uon :x748 0%u 60°u
0¢? dE o on*

En substituant dans 1’équation, nous obtenons

0%u s 5 Ou 5 5 \Ou
(— 25asy)a£a + 8z %y — 2z y)8f£+(3x y+ 3z y)a—n—O =
0?u 24z —-1)0u  3z(z+1)0u _
O On 25zty O 25y  On

Noter que 2° = n/¢ et y° = &3n%. Nous pouvons substituer dans I'équation ci-dessus. L’équation
canonique correspondante est

Pu (=€) du (' + %) du

T B TR T TTonVE R M

Il existe aussi une deuxieme forme de I’équation canonique en considérant les coordonnées o = £ + 7 et
B =& —n. Nous laissons aux étudiants le soin de calculer cette derniere.

Exercice 3.3
Pour I'équation
0%u 0%u 0%u  Ou
v’ — — 2wy + 2————O,
0x? 0z Oy oy? Oz
nous avons B? — 4AC = (—2xy)? — 42%y? = 0 pour tout (z,y) € R2. Cette équation est parabolique sur
tout le plan R2. Dans le cas parabolique, il n’y a qu'une seule équation caractéristique

dy B+xvB?—-4AC B  2zy y

dr 24 T 24 22 o

Nous pouvons résoudre cette équation par séparation de variables

d d d d d
Y_¥ 5 F __Z Yo [ L In(y) = —In(x) + constante = xy = c.
dx T Y x Y x

Une des coordonnées caractéristiques est £(x,y) = xy. Comme autre coordonnée caractéristique, il suffit de

d(g ") # 0. Il y a beaucoup de choix, par exemple n(z,y) = = satisfait

choisir une fonction n(z,y) telle que 3
cette propriété si nous nous restrelgnons au domaine obtenu en prenant le complément de ’axe des y dans
le plan. Nous allons par la suite utiliser 7(x,y) = = sur ce domaine. Nous obtenons donc par la régle de

chaines
Ou_oude ouon _ ou 0w Ou_dudc  oudn_ ou
dxr O Ox 87]63:_y8§ on’ Oy 0£dy  Onody O
0%u 0%u O¢ 0%*u On 0%*u 06 0 u dn 262u 0%u 82u
— =y gt = R +2y + 53
Ox? 082 0x  OE0n Ox 0EOn dx  On? Ox 8§ 2 0 dn
Pu_ du &%Jr &u I Pu 6 Pudn 82u+ 0%u +%
ordy O 0€2 0y 9L Om Oy OO dy | On? By 8{2 aEdn o€

0%u 0%u 0¢ 2u on 232u
===+
Oy? 02 Oy 85 on oy 02’
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En substituant dans 'EDP, nous obtenons

0?u ou  Ou Pu (2z+1)ydu 1 0u
2
On? 2y +y) o0& On 0 = on? 2 0  x20n 0

x

Noter que = =7 et y = £/n. L’équation canonique est alors

Exercice 3.4
Pour I'équation
0%u 0%u 0%u  Ou
— —2— 42—+ ——-3u=0
Ox? Ox Oy + Oy? + ar ' TY
nous avons B? — 4AC = (—2)% — 4(1)(2) = —4 pour tout (z,y) € R%. Cette équation est elliptique sur tout
le plan R2.
Les équations caractéristiques sont

dy B+VB®—4AC —2+-4

dy B-VB?*—4AC -2-—4
de 24 2 -

dr 24 g~ 1d

(=1+14),

d
d—y:—l—&—i = dy=(-1+i)dx = /dy:/(—l—l—i)da: = y=(—1+1)z+ constante
x

Une des coordonnées caractéristiques est £(x,y) =y — (—1 +14) x.

d
%z—l—i = dy=(-1—-4d)dzx = /dy:/(—l—i)dm = y=(—1—1i)x + constante

L’autre coordonnée caractéristique est n(z,y) = y — (=1 — i) z. Ces deux fonctions &(z,y) et n(z,y) ne
sont pas des fonctions réelles. Dans le cas elliptique, nous pouvons pallier & ceci en prenant les parties
réelle et imaginaire de £(x,y) (ou encore de n(z,y)). En d’autres mots, nous considérons les coordonnées
a(z,y) = Partie réelle de &(x,y) = (x + y) et B(x,y) = Partie imaginaire de &(x,y) = —x.

En utilisant la regle de chaines, nous obtenons

ou 8u8£ Judp  Ou Ju Ou Ouda  OudB  Ou

9z " Oadr  9B0z 0a 03’ Oy dady 080y  da

*u (82u Oa 0%u 86) 3 ( %u 0o O 85) 0%u 0%u 0%u

T _[Z2P “F i Wit I Y el
922 \9a2 0z " 9800 0z 90030z {082 0z) " 902 “0a03 07

O _(Fudn | Pu 0B\ (P on  Puds)_u_ o
0xdy \0da2dy dadp dy 0adB oy  0B%20y) da?  dadp

O*u  0%u da 9*u 9  9*u

02 9020y | 9adBoy  Pa

En substituant dans 1’équation, nous obtenons 1’équation canonique

@4—&_‘_6&_@_3 _O
a2 932 " oa o8 "7
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Exercice 3.5

Pour I'équation
0%u 0%u 0%u  Ou
= +4 =
Ox? Oz Oy oy? Oz

nous avons B? —4AC = (4)? — 4(1)(2) = 8 pour tout (z,y) € R?. Cette équation est hyperbolique sur tout
le plan R2.
Les équations caractéristiques sont

dy B+ VB>—4AC 4+8
B 2

dy B-VB2_4AC 4—+/3
dz 2A == = \[=(2—\/5)

=(2+v2), o= 54 5

%:24—\[2 = dy=02+V2)dsx = /dyz/(?—i—\[?)da: = y=(2+V2)x+ constante

Une des coordonnées caractéristiques est &(z,9) =y — (2 + V2) z.

%:2—\/5 = dy=02-V2)dz = /dyz/(?—ﬁ)dw = y=(2—V2)z+ constante

L’autre coordonnée caractéristique est n(z,y) =y — (2 — v2) z.
Les coordonnées caractéristiques sont &(x,y) =y — (2+ V2)z et n(z,y) =y — (2 — V2)=.
En utilisant la regle de chaines, nous obtenons

du_0udk  oudy _
oxr  0£0x  Ondr

ou ou ou Oud§ Oudn Ou  OJu
2 — (2 —V2)=— A R R
V2% —C@-V25. 5 =aa, Tamay — o T on

—(2+

821;(2+\f2)<5‘2u8§+ 0%u 877>(2\[2)<82u 8£+82u8n>

ox 0€2 9z | BE Oy Ox o€ Bz o2 Oz
0%u 0%u 0%u
_ 207U _ 207U
=(2+V2) a2 M 5ear +(2-V2) B
0%u 0%u O¢ 0%*u On 0%u 06  0%uodn 0%u 0%u 0%u
= (== = S o) 24+ V2) e — 4 —(2-V2)=—
9z 0y (052 or T 9com ax) (agan or o 830) @+V2)5m ~ g, ~ 2~ VD53
Pu _ (Fuoe | O on) (w06 Puon) o o
dy?  \9&2dy O£ dy oy onrdy) 9 Tagon o’
En substituant dans ’équation, nous obtenons 1’équation canonique
0%u +2+\/§@+2—\/§@_
ocon T 8 o€ 8 an
Si nous avions utilisé les coordonnées o = £ 41 = 2y —4x et § = & —n = —2/2x, alors nous obtiendrions

la deuxieéme forme de ’équation canonique

8%u  0*u 10u \/ﬁ@

9oz 9 200 205 "
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Exercice 3.6

a) Il nous faut calculer g—g et g—;ﬁ en fonction de g—z et ayc en utilisant la regle de chaines. Nous avons
S =eY.

Oc c%ay 5‘08771807674@

aS  dydS  9raS Sy oy
et

0?c 0 (10c _90c 1 0 (0c
_ - -~ [ == :(_1)5 — (=
082 9S \ Sy dy S90S \ 9y

_—15(3+1<5<‘96>3y+‘9<50>57)
S290y S \oy\dy) oS or\oy/) oS
~ —10c 1 0%¢c B 80 y82c
“Tay T e oy S oF

En remplacant dans 1’équation de Black-Scholes avec S = e¥, nous obtenons

e o? 2 _gy Oc 721/820 v | —y0Oc dc o2 9% o2\ Oc
5—76 —€ 8—y+e ayQ}—l—re e 87;9 —rc = 87'_26y2+(r_ - — T

C’est ce qu’il fallait demontrer
P dc d%c du 8 u
b) Il nous faut écrire 5=, ay et 5,2 en fonction de 37, ay et

Nous avons

dc 0 L0u  Oc _pr OU d%c 0*u

E:E(e u(y, 7)) =-re Tu+te 7 a—y:e 7 et 6—y2=e 7

Donc 'EDP de (a) devient

_ = 7677‘7—7
or 2 Oy? +

ou_ e (ot o
or 2 0y? 2 ) oy

—re "Tu+e

2 2 2
_sO0u o 0%u <r o > p— ou oy

et nous obtenons

C’est ce qu’il fallait démontrer.
Chapitre 4

Exercice 4.1

a) f(xr) = x + 222 + 323 n’est ni pair, ni impair. En effet, f(—1) = —2 et f(1) = 6; conséquemment
f=0# ()ainsiquef(—)#—f()

b) f(x) = 22 + 5z* est une fonction paire, car f(—x) = (—z)? +5(—2)* = 22 + 52* = f(x) pour tout x € R.

¢) f(z) = z%sin(x) est une fonction impaire, car f(—x) = (—z)%sin(—x) = —2?sin(z) = —f(x) pour tout

z € R.

d) f(z) = z%e® n’est ni pair, ni impair. En effet, f(—1) = (=1)%e~! = 1/e et f(1) = e; conséquemment

f(=1) # —f(1) et f(—1) # f(1). Nous utilisons le fait que e > 1 pour vérifier ces inégalités.

e) f(x) = sinh(z) = (e® —e~®)/2 est une fonction impaire, car f(—z) = (e % —e~("%))/2 = —(e* —e™*)/2 =
—f(x) pour tout x € R.

Exercice 4.2

1 271
/ ()(x)dx = (m} =0 = les fonctions 1 et = sont orthogonales entre elles.
-1 1
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-1

—1

orthogonales entre elles.

Exercice 4.3
a) La série de Fourier sera de la forme

% + ; ay, cos(kx) + by, sin(kx)).

Alors

o=t [ swras= H [ vaes [Tearh - (5] 4@} (-5

i f(z) cos(kz) dx = 1 ’ x cos(kx) dx + " c cos(kz) dx
/ AL |

(] - e (2] )
(

cos(kx)} : _ <1 + (k271r)k+1>

et

f(x) sin(kz) dx = 1

-z C(]):(lm)]o7T N /O cos(kz) i — (c cos(kr)

(=
BN
|
SYFS-
0 T
7N 3 3
|
3
—N
HD
3
8
2.
=X
5
&
U
8
_|_
h‘
o
<]
=]
—
5
8
S~—
QU
S
——

3|

Donc la série de Fourier de f(x) est

% (c-2)+ : {(W) cos(ha) + <1 h (*1)::(0* ”)> sin(ka:)}

b) La série de Fourier sera de la forme

a oo
?0 + kz_:l ay cos(kx) + by sin(kx)).

Alors

aoz;/if(a:)dx:i{/oﬂdx—l—/oﬂfdm}zi{(x}iw+<a§]:}: (1+7j>.
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1 2 1 3 4 271 2
3zc —1 (325 — x) 3z T ) (322 — 1)
= _— = — - — = les f
/ () ( 5 ) dx /1 5 dz ( 3 1 ]1 0 = es fonctions z et 5

|
{((_1)?177) . (Singx)rﬂ - (c((—ll)j—l))} _ (1 + (—1):;1(c+77)> |

1 2 3 1 2
3z° -1 — 3z° -1
/ (1) ( < 7 ) dr = (x 5 x] =0 = les fonctions 1 et % sont orthogonales entre elles.
-1

sont



et, pour k > 1,

N
Y x
) =
= g
g &0
n @)
7N uhu
<3 8 < + I =
" = — — 8 [
< 5 —— £ Z s o T 2
2 o = S 7% | " =
) = = — ‘n | ) ) Il
o R 5 N e Q 5
— Ry o ~— o) [} =
_ux km Qx = . N S " —
—s 3 —~ L B == | , ON
e < —e . 8 =
+ «® [ 3] _ . i — 2$TZ 0
s A T A T o e e N i ]
= e —_— 1% —o = r— — = i = — |k w
S —= 8 — <& 8 | = = + =
< 5 8 + = < + — - I 2
z B [ < 2| Sln 2w - K ” S
7 8 Z & o = vl Tk + || = 8 ~
Q 3 = n e} — ) ~ S| — &
S v o X g8 8 =% = + ~ 5
e ®n e k o [75] 8 ~— — — [N =2
o — o) e B N N = — 5] =
— & ° g L T E e al L | g et z g
—_—— — | 8 / L% + + + ~— 27. = B w ©
| & =RES & /.n/hu\wm N~—— O [a\} — % 2 S
— B
| o =% TR I - | ol - 4 f T ——
—
o S | ~— I~ e || || + S ~ . — 7 &
R (.“ ° + 8 | 35 e — | \$} ~ S | N—— =
—~ + S & & S ~ <2 8 I — —lk
S — PN — & + ~— ~ 8
g e 8 o 1 _ | + =& =
z ° = 1 = = I Eln
~— ~— —~ —~ —~ —~
g = %kM}k g 8 ~ o i L= N g | 8 < @
S F S _ 2=, | < 2 3 = & =
R (N B T OB% aleslesle T § Ty S8 0 =
“— = N 5} — — — | — | |=e ~ 5
L EL — = _ | I a Ot = = S ! it
P . — = = = & = 8 £ ¢ = « |
— —— I < , = & |
e e T1ETIE el St andhan cndir B — & — 8 —— . &
=k =lE =k mle —lk =k o g1 8 =k =z &®| =/
I I I I I I I I TR < 7 I =)
k = 2 + 3 + 2T 2l
2 > = 5 3 3
z )
P o ©
2 ﬂi = - f((
o + L N T o~k
b — —l& —lk
5 3 A ! =
) 2 e I I I
< — | ) —
= 73 = g
) < Q
=t — ~
+ — S
A ) < T
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Nous aurions aussi pu évaluer a; = 0 en observant que (z + sin(z)) cos(kz) est impair.

o /Tr (& + sin(z)) sin(kz) dz = — { (W;:(kx)rw + /W Cosgm) do + /ﬂ sin(z) sin(kz) dm}

T™J—nx ™ -7 —T

1 [(—D)*2r  [sin(ka)]” 0 sik#1 (qpeig (0 sik#1
s{r (st 0 o,

m m 1 sik=1. 1 sik=1.

Donc la série de Fourier est

oo 1)k+1
3sin(z) + Z ( 2> sin(kx).

=2

d) La série de Fourier sera de la forme

a oo
30 + ’; ay cos(kx) + by sin(kx)).

—

Alors

et, pour k > 1,

ek [ sy { ((eomte]” _ (" e dx} (et

—T

et

by, = %/ﬂ (1+ ) sin(kz) de = % {(_mx);)s(m)]; + /_: Cosgfx) dm}

—T

{<J(]}

Donc la série de Fourier est

1+Z<

e) La série de Fourier sera de la forme

ao Z (ar cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

Alors

Pour k£ > 1,

I N 1 e®sin(kx) " " e” sin(kx)
ak—;/_ﬂe coS(kx)dx—ﬂ{(k ]_W s/;ﬂ'ik dx

-1 —e® cos(kx)]”™ ™ e* cos(kx)

) W{< P ]_ﬁ/_ﬂ ey
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Conséquemment

a (1 N 1 ) €™ cos(km) — e~ cos(—km) S g = (1) (™ —e ™)

k2 k2 2+ 17’
Pour k£ > 1,
b = l/ e’ sin(kz) dz = 1] (zecoslha) +/ e cos(kz) dx
T T k o o k
1 (—1)F+i(e™ —e™™) e sin(kx) " T e sin(kz)
== - ———dz .
4 { ( g e [ R
Conséquemment

b (1 n 14:12> _ (_1)k+1% o b= (_1)k+1]m_

Donc la série de Fourier est

GRS [(—1)’“M cos(hz) + (~1)F T ) G|

27 Pt (K2+1)7 (K2+1)7
f) La série de Fourier sera de la forme

(ar, cos(kx) + by sin(kzx)).

m\g
+
]38

Alors

ak71r/Tr(1+9:+:z:2)cos(l<:;r)dgﬁ71T{<(1JF:EJrﬁﬂ)sjn(lm)]iﬂ/7T MkSln(km)dz}

. k —
_ % { <(1 + 2xk);2(308(76517)}:r B /7; QCozgkm)dx} _ % {((1 + 217]32(305(14@} :r _ (QSiEgkm)]iw}
7 (_1)k+14
=0

et

by = %/W (1+ z + 2%) sin(kz) dz = % { (_(1 o+t COS(’W)TW + /ﬂ (4 22) cos(ka) 2”63{‘"’05('”") d:v}

(e (o] e, )
(e e g
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Donc la série de Fourier est

() B i (52 ]
Exercice 4.4

Montrons que faa+p flz)dz = f brp f(z)dz. Nous supposerons que b > a. En utilisant la substitution

u = x + (b — a), nous avons du = dz et faﬂ’ flz)dz = b+p f(u — (b —a))du. Nous pouvons écrire
(b—a)=np+rouneNet0<r<p. Alors f(u—(b—a)) = f(u—np—r) = f(u—r) car f est périodique
de période p. Donc

a+p b+p b+r b+p
/ f(x)dx:/ flu—7r)du= flu—r)du+ flu—r)du
a b b b+r

Mais en utilisant la substitution v = u + p alors dv = du et fbbJrr flu—=r)du = be flu—r+p)du =
b+p+r
f(v—=7)dv. Donc

b+p
a+p b+p b+p+r b+p+r b+p
dz = —r)d ) du= —r)du = d
/a f(z)da Flu—r) du+ / Flu—r) du / Flu—r) du / f(w) duw

b+r b+p b+r

en utilisant la substitution w = v — r avec dw = du.

Exercice 4.5
a) f(z) = 2? sur [0, 7] aura comme série de Fourier impaire Y -, by sin(kz) ou

by = 7?'/077 f(z) sin(kx) = %/ﬂ 22 sin(kx) do = % { <3320()ks(kx)}: + /07r %COkS(kx)dz}
_2 (—1)kt+1g2 2z sin(kz) sin kx) .
72T {((1)]:“7#) (2 cos(kx) lo /; k+d1 }2 (=1)* —1)2
AT R ) ()

La série de Fourier impaire sera

i [((—1):L127r> N <((—1]1’;7T— 1)4)} in(ka)

k=1

b) La série de Fourier impaire de la fonction
1, si0<z<m7/2
fz) =

2, sinm/2<zx<m,

sera de la forme - | by, sin(kz) olt

by = 727/; f(z) sin(kz) dz = % {/OTr/2 sin(kz) dx + /Tr; 2sin(kx) da:}
- 2{(me] " (2] ]

k27r[ + cos(km/2) + (— 1)’”12].

3
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Donc la série de Fourier impaire recherchée est

g Ici 1+ cos(km/2) + (— 1)k+12} sin(kx)
T
k=1

¢) f(z) = cos(z) sur I'intervalle [0, 7] a comme série de Fourier impaire Y -, by sin(kz) ou

b = 2/ f(x)sin(kz) de = g/ cos(z) sin(kx) dx = g/ sin((k + 1)) + sin((k = 1)x)dx
™ Jo ™ Jo ™ Jo 2
9 (cos((k+Dz) | cos((k—Dax)]"
{ﬂ( 2k ¥1) T otk—n |, SR>
B 2 (cos((k + 1)x)} " Gkl
@ 20k+1) |7
2k((—1)F 1 —1) .
_ A1) sik>1
0, sik=1.
Donc la série de Fourier impaire recherchée est
o0 Lz
$ BN

k=2

Exercice 4.6
a) f(z) = 22 sur [0, 7] aura comme série de Fourier paire

ao = . 2 T
5 + ;ak cos(kx) ou ag = ;/0 f (@) cos(kx) du.

Ici nous obtenons

et,si k> 1,

aki/oﬂxzcos(k:r {(x251n km} /mez(kx }/ asin(kz) d
() e )

(—1)"4
k2

Donc la série de Fourier paire recherchée est

7-(- o0
?*Zl

cos (kx).

b) f(z) = sin(2z) sur [0, 7] aura comme série de Fourier paire

a . 2 (7
5t Zak cos(kz) ou ap= ;/0 f(z) cos(kz) dx.

k=1
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Ici nous obtenons

ap = z/ sin(2x) dx = 2 (cos(?x)} =0
0 ™ 2

etsik>1, " 0
= i/o sin(22) cos(ka) dz = % / ! Sin<<k+2>x>;sin((kf2>x> .
) 7%{< coS(((]]jj:;))x)} N cos2(((]/: 22)):5)}:} Gkt
e =2

(=D -1)4 .
_ W sik#2

0 si k=2.

Donc la série de Fourier paire recherchée est

(242 oot 35 [(CLE= 0

k=3

¢) f(z) = e” sur 'intervalle [0, 7] a comme série de Fourier paire

a > . 2 ["
=+ Zak cos(kz) ou ap= ;/0 f(x) cos(kx) dz.

2
k=1

s x] T T _1
a():z/ e’ dr = (26 ] :72(6 )
T Jo T Jo s

2 (7 2 Tsin(k T T e%sin(k
ak:f/ excos(kx)dm:{<esm(z)] _/ esmwdx}
™ Jo T k 0 0 ]f
€

:;TK@%OZ(M)K_/OW ””co:(kx) dx}.

1\ 2(e"(~1)F —1) 2(em(~1)F — 1)
o (10 ) = 200 RO

Ici nous obtenons

etsik>1,

Conséquemment

Donc la série de Fourier paire recherchée est

—1) &2 (-1)F—1)
+ Z [ IS } cos(kzx).

k=1

us

Exercice 4.7
a) f(z) = e3* sur [—7, 7] aura comme série de Fourier complexe



Conséquemment

T ) (3—ik)z ™ (B3—ik)m _ ,—(3—ik)m
Ck:i/ 65167116:61156: 1 (6 :| 1|:(6 € )

o | . 2t \(3—ik)|__~ 2m (3 —ik)
(DB + k)™ —e)  (=1)Fsinh(37) (3 + ik)
- 27(9 + £2) - m(9 + k?) '

Rappel: sinh(z) = (e — e~*)/2. Donc la série de Fourier complexe recherchée est

2 [(=1)*sinh(37) (34 k)] ips
Z[ (9 + k2) }

k=—o0

0 si—7m<z<0, - .
b) f(x) = { 1 sio<g<q &comme sére de Fourier complexe

oo 1 i
Z e on o= — f(z)e ™ dx.
2 J_,

k=—o00

Si k=0, alors

1" 1
= — d = —.
0= or /0 1T

gy (T i o) (-
2m Jo —2mik |, 2rk 2rk

Si k # 0, alors

Ck
Donc la série de Fourier complexe recherchée est

Ly [

k=—o0

k#0

Chapitre 5

Exercice 5.1
Chacune de ces séries est la série d’une fonction lisse par morceaux sur [—m,7]. Au numéro 4.5, la série de
Fourier impaire converge au point x( vers

(fimpaire (-TO+) + .fimpaire (xO _))
2

ol fimpaire €st la fonction impaire sur [—m, 7] correspondant & f et fimpaire, SO0 prolongement périodique de
période 2. Au numéro 4.6, la série de Fourier paire converge au point zq vers

(fpairc(x()"_) + fpairc(xo_))
2

ol fpaire €st la fonction paire sur [—m, 7] correspondant & f et fpaire son prolongement périodique de période
2.
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Pour 4.5 a), la série de Fourier impaire converge vers

(fimpaire (=) +) + fimpaire (=m)=)) _ (=7%) + (x°)

5 = 5 =0 pour xg = —m;
(fimpaire(—=7/2)+) + fimpaire(—=7/2)=)) _ (=(x/2) + (=(x/2)*) _ =* our 20— _ L.
- 5 ] = B =77 p 0= 9’
iy 04) g0 _ 04 0) g, oy
(fimpaire (7/2)+) + fimpaire(7/2))) _ ((7/2)*) + ((7/2)*) _ =* our 2 —
] B) ] 9 4 p 0 9’
(fimpairE((W)+) ;‘fimpaire((ﬂ')_)) _ (_77 );‘ (m ) —0 pour zp = —7.

Pour 4.5 b), la série de Fourier impaire converge vers

(fimpaire((_ﬂ-)'i_) + fimpaire((_ﬂ-)_)) (_2> + (2)

5 = 5 =0 pour xg=—m;
(fimpaire (=7/2)+) + fimpaire(=7/2)=)) _ (=) +(=2) _ 3 pour 70 — —
) 2 ) 2 2 2’
(fimpaire(0+) J2rfirrlloauire(of)) — (1> +2(*1) =0 pour xy = 0;
Funpaiee(7/2)4) + Frnpune(@/2)2)) _ @)+ () _3 ¢
) 2 ) 2 2 2’
(fimpaire((ﬂ)+) + fimpaire((’fr)_)) _ (_2) + (2) =0 pour zg = —.
2 2
Pour 4.5 ¢), la série de Fourier impaire converge vers
(fimpairE((_W)+) ‘5 fimpaire((_ﬂ)_)) _ (1) +2(_1) =0 pour zp = —;
(flimpaire(<_7r/2)+) + fimpaire((_ﬂ-/Q)_)) — (O> + (0) -0 pour xy = _I.
. 2 . 2 2’
~ (fimpaire(o“v‘i ‘; fimpaire(o_)) — (1) +2(_1) -0 pour zy = 0;
(fimpaire((ﬂ'/Q)‘H ‘g fimpaire((ﬂ'/2)_)) _ (O) ‘; (0) =0 pour zy = g;
(f‘impaire((ﬂ—)‘i’) + fimpaire((ﬂ—)f)) _ (1) + (71) -0 pour g = —
2 2 '
Pour 4.6 a), la série de Fourier paire converge vers
Fonie (=R0) + Fpure(=m)=) _ @) xY) _
) 2~ 9 0 )
(fpaire((_ﬂ/2>+) + fpaire((_ﬂ/2)_)) _ ((7T/2)2) + ((77/2)2) _ 12 pour zo = ™,
i 2 ) 2 4 2’
(fpaire(0+) ;— fpaire(o_)) _ (O) —; (0> -0 pour xo = O;
Upaire(7/2)4) + Jouive (/D)) _ (@/D) + (/2 _ =27
i 2 ) 2 4 2’
e (214) + el (1)) _ (P4 ) _ gy~



Pour 4.6 b), la série de Fourier paire converge vers

(fpaire (=m)+) + Fpaire((=1)=)) _ (0) +(0)

5 = 5 =0 pour x9 = —7;
o (7/2) 1 Fpurel (/D) _ O +O)
2 2 2’
(.fpaire(0+) + fpaire(o_)) o (0) + (O) _ _ 0
~ ] 5 = 5 =0 pour 9 =0;
(fpaire((7/2)+) + fpaire((7/2)—)) _ (0) +(0) —0 pour zp = .
. 2 ) 2 2’
(fpaire((ﬂ)_F) + fpaire((ﬂ-)_)) — (O) + (0) =0 pour zg = —
2 2 '

Pour 4.6 ¢), la série de Fourier paire converge vers

(fpairE((_W)"’) + fpaire((_ﬂ')_)) (e™) + (e7) 7r

5 = > =e pour xg = —T;
(fpaire((_ﬂ-/2)+) + fpaire((_ﬂ-/Z)_>) — (eﬂ—/z) + (671'/2) _ 67\'/2 Our To = — —:
] 5 ] 5 p 0 9’
(fpaire(0+) '; fpaire(o_)) — (1) '; (1) =1 pour zy = 0;
f Fo ((r]2)— em/2 e /2 -
sl (5120 + e (/22 _ (V) _ op ey = T
(fpaire (M) +) + Fpaire (M) =) _ (€™) + (™) _ - _
3 5 e pour g .

Exercice 5.2
a) La fonction f(x) = 22 sur [—m, 7] est paire. Conséquemment sa série de Fourier est de la forme

o0
ag
5 + Z ap, cos(nx)
n=1
1 s
ag = —/ 22 dr =
™ —Tr
et,sin>1,

I 1 Zsi " T 2xsi 2 [T
S dz{(ﬂﬂmmx)} -/ ﬂfsm(nﬂdx} 2 7 e de
™ -7

T ) _x n - n nw J_,

—T

avec

=
R
w| 8,
| I
| 3
3
Il
N
w|§
[\v]

Donc la série de Fourier de f(z) = x? sur [—m, 7] est
2

l
3

n2

+ Z (-1 cos(nzx).
n=1

b) Ici f(z) est lisse par morceaux sur [—, 7]. Si nous considérons la valeur vers laquelle cette série de Fourier
converge lorsque x = m, nous obtenons

2

T
3

P B e = e
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parce que le prolongement périodique f de f est continue & x = 7 et aussi parce que cos(nm) = (—1)". Donc

2 71_2

42(7112):7r2—7; = iln_2:

Exercice 5.3
a) La fonction f(x) = 2* sur [—7, 7] est paire. Conséquemment sa série de Fourier est de la forme

oo
ag
5 + ; ay, cos(nx)

avec

et,sin>1,

1 T 1 4 ™ T Y 3o 4 ™
Gp = —/ 2 cos(nz) dz = = { (m(nl‘)] - / a:bln(nx)dx} = a® sin(nx) da
m o —

T ). n n nw J_.
4 _ .3 ™ T3 2 8 2 1" 12 ™

_ 4 {( x cos(nx)} +/ x cos(nm)dx} _ 87 (2 ) . 22 cos(nx) d.
nm n . o n n n2m J__

Mais nous avons vu au numéro 5.2 que

! /Tr x? cos(nz) do = 4(_1)n.

Donc

a, = w _ 12 (4(_1)n) =(-1)" {SWQ _ 48} )

Donc la série de Fourier de f(x) = 2% sur [—7, 7] est

0 ST ) o

b) Ici f(z) est lisse par morceaux sur [—m, 7]. Si nous considérons la valeur vers laquelle cette série de Fourier
converge lorsque x = m, nous obtenons

. i o - B v = nt =

5 nt

parce que le prolongement périodique f de f est continue & x = 7 et auss parce que cos(nw) = (—1)". Donc

4

> 1 T > 1 47t 8rt T
2 — ) —4 _ _ -4 _ - (= =27 | -2
8m ; (n2> 82( ) -5 = nz::l” 48 |5 6 90

Exercice 5.4
a) Si f(z) = cos(z) sur [—1, 1], alors la série de Fourier de f(z) est

24 Z ap, cos(nmwx) + by, sin(nmx)

n=1
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avec

ag :/ cos(z) dz = (sin(ac)]l_1 = 2sin(1)

—1
et sin > 1, alors
1 1
1 -1
ap, = / cos(z) cos(nmx) de = / cos(1 + nm)z) ;COS((TM )2) dz
—1

( (nm + 1 )z)  sin((nm — l)x)} ! 1 {2 sin(l +nw)  2sin(nm — 1)
(nm+1 (nm—1) L2 (nm+1) (nm—1)

1
)

_ (=1)"sin(1) [ 1 1 2sin(1)

— — (=)t 22
nmw+1 mr—l} (=1) (n?n2 —1)

a cause de la formule sin(« + ) = sin(a) cos(8) + sin(B) cos(). Noter qu’ici nous avons aussi utilisé le fait
que nt — 1 #£ 0 et nm + 1 pour tout n € N, n # 0.
Si n > 1, nous avons aussi que

1
by, = / cos(x) sin(nmz) dr = 0

-1
parce que cos(z) est pair, sin(nwz) est impair et conséquemment cos(x) sin(nrz) est impair.

En conclusion, la série de Fourier de f(z) = cos(z) sur [—1,1] est

- 2sin(1
sin( Z 1)ntt n;rl;l( )1) cos(nmx).

b) Si f(x) = sin(x) sur [—1, 1], alors la série de Fourier de f(x) est

oo
(12—0 + Z ap, cos(nmwx) + by, sin(nmx)

n=1
avec

ag = / sin(z) dv = —(cos(w)] 171 =0

-1
et sin > 1, alors

1
ap = / sin(x) cos(nmz) dr =0
—1

parce que sin(z) est impair, cos(nwz) est pair et conséquemment sin(x) cos(nrz) est impair.
Sin > 1, nous avons aussi que

' ! —1)z) — cos((nm T
an/ Sin(:r)sin(mrx)dx:/ cos((nm — 1)z) ((nm +1) )dx

1 1 2
1 (sin((nﬂ' —Dx) sin((nr + 1)35)} ! 1 [ZSin(mr —1) 2sin(nr +1)
2 (nr—1) (nm+1) . 2] (nm—1) (nm+1)

1 n 1 _ (—1yn 2nmsin(1)
nr—1 nm+1] (n272 — 1)

= (—=1)"*"!sin(1) [
En conclusion, la série de Fourier de f(z) = sin(x) sur [—1,1] est

i 41 2nmsin(l) |

(2= 1) sin(nmx).
n=1
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¢) Si f(x) =e® sur [—1,1], alors la série de Fourier de f(x) est

ao + Z ap, cos(nmwx) + by, sin(nmx)

n=1

avec

1
agp :/ e’ dr = (eﬂl_l =(e—eh)

-1

et sin > 1, alors

1 1
P / e’ cos(nmz) dz = (e” cos(nrz)] . +/ e’ (nm) sin(nmx) d
-1

=(-1)"(e—e )+ mr{(e sin( mrx / e’ (nm) cos(nmx) dx}
1

=(-)"(e—e ) —n’n® /1 e’ cos(nmz) dz.

-1

Ainsi

1 e—e !
(1 +n?n?) [1 e’ cos(nma)de = (=1)"(e—e™') = a,= (1)n((1+nZ7r2))'

Sin > 1, alors

1 1

e’ (nm) cos(nmz) de = —(nm) [1 e’ cos(nmx) dx

1
b, = / e’ sin(nmz) do = (e” sin(nrz)] 1_1 - /
—1
_ (—1yn nr(e — et

m par ce qui précede.

En conclusion, la série de Fourier de f(x) = e® sur [—1,1] est

-1

=) + Z [ (:;%2)) cos(nmz) + (—1)”“% sin(nmc)} .

Exercice 5.5

Considérons la fonction F'(x f f(t)dt pour z € [a,b]. Comme f est une fonction continue sur [a, b],
cette intégrale existe. Noter que F(z) est une fonction continue, étant I'intégrale d’une fonction intégrable,
et F'(x) = f(x) par le théoreme fondamental du calcul.

Ainsi

b

b
/ f(x)g(x)dw = / g(2)F'(x) dx = (g(x)F(x)]Z - / g (z)F(z)dz en intégrant par parties
b
— 9P - 9(@F(@ - [ ()P do
a
b b
b)/ f(z)dx — / g (z)F(x)dz parce que g(a) = 0. (%)
Parce que g(x) est une fonction croissante, alors ¢’(x) > 0. Nous allons maintenant expliquer pourquoi
b b
/ g (2)F(z)dx = a/ g (z)dz

175



avec inf{F(z) |a<ax <b}=m < a <M =sup{F(z) | a <z <b}. En effet,

b
/ ( ) dl’— hm Zg yz yz Amz
a

ou nous considérons la limite sur toutes les subdivisions a = zg < 21 < 22 < ... < x, = bavecn — co et § =
max{Ax; = (z; —x;—1) |1 <i<n} - 0et y; €[ri—1,2;]. Mais m < F(y;) < M pour tout i = 1,2,...,n
Comme ¢'(y;) > 0 pour tout ¢ = 1,2,...,n, nous avons m ¢’ (y;) Ax; < ¢'(y;)F(y;) Ax; < Mg’ (y;) Ax; pour
tout © =1,2,...,net

(Zg yz Amz) <Zg yz yz sz§M<Zg Yi Al‘,) .

i=1

En passant a la limite, nous obtenons

b b
m/ x)dx </ g (z)F(x)dx SM/ g (z)dx
pour un « entre m et M.

Comme F(x) est continue, alors il existe ¢ entre a et b tel que F(¢) = a. En revenant & (), nous avons

/ ' fa)g(a) de = g(t / ' fla) do - / " f(a) da / @) d = g(b) / " fa) de - (9(8) — (@) / " fa) da
b c b
b) ( / f() dx — / f(:v)drf):g(b) / f(z) da

C’est ce que nous voulions montrer.

Exercice 5.6

Pour tout € > 0, il existe un entier N! tel que n > N! = |s, — s| < €/2 parce que la suite {s,}5°; — s.
Nous voulons montrer que {0,}52; converge aussi vers s.

11 existe un entier N/’ tel que

[0}

(51 —58)+ (52 =5) + -+ (sn: — 5)

n>N! =

parce que la suite {1/n}52; — 0.
Prenons N, = max{N/, N'}. Si n > N,, alors

s1+83+...+5,—ns (s1—=58)+(s2—8)+ -+ (sn:—8)+ -+ (sp— 8)

lon —s| = =
n n
(s1—58)+ (52 —8)+ -+ (sn: — 5) +\5Ng+1*$|+"'+|8n*8|
< o n
e (m—N)e € €
£ < 4=
R T R R
car n > N! et parce que
_ N/
(n 6)<1 sin > N, = max{N/, N/}
n

Donc {0,}52, — s.
Chapitre 6
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Exercice 6.1
a) Nous avons que

x/10, si0 <z <m/4;
flz) =19 —(22 —m)/20, sin/4<x<3m/4;
(x —m)/10, si3n/4 <z <m;

et g(z) = 0 pour tout x € [0, 7] A cause de la solution générale du probleme et que la corde est de longueur

{ = 7, nous avons
oo

u(z,t) = Z sin(na) (an cos(cnt) + by, sin(cnt)).

n=1

De plus nous avons que

(o) (o)
Z ay sin(nzx) et Z cn by, sin(nx)
n=1 n=1

sont respectivement les séries de Fourier impaires de f(x) et g(z). Comme g(x) = 0 pour tout z € [0, 7],
nous obtenons b,, = 0 pour tout n > 1. Il suffit donc de calculer les a,,.

Ay =

2 T

— / f(x)sin(nx) dx

T Jo

9 w/4 3 /4 _9 T _

= {/0 133—0 sin(nz) dx + /7r/4 % sin(nx) dx + /37r/4 (@ 107T) sin(nz) dz

= 74 sin (n—ﬁ) — sin ?m—ﬂ
~ 10mn? 4 4

Donc la solution du probleme est

u(z, t) = i ﬁ (sin (%) ~sin <3ZW)) sin(nz) cos(cnt).

n=1

b) Nous avons que
0, si0<x<m/4

h(de —7)/m, sin/d <z <7/2;

h(3m —4x) /7, siw/2 <z <3m/4;

0, si3n/4 <z <m;

et g(x) = 0 pour tout = € [0, 7]. Nous procédons comme en a). A cause de la solution générale du probléme
et que la corde est de longueur ¢ = 7, nous avons

u(x,t) = Z sin(na) (a, cos(cnt) + by, sin(ent)).

n=1
De plus nous avons que

o0 o0
Z ap, sin(nz) et Z cn by, sin(nx)
n=1 n=1

sont respectivement les séries de Fourier impaires de f(x) et g(z). Comme g(x) = 0 pour tout = € [0, 7],
nous obtenons b,, = 0 pour tout n > 1. Il suffit donc de calculer les a,,.
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/4 /2 T
. (/nm . (nT . [ 3dnm
= oz (oin () + 250 () —sin (7))

Donc la solution du probleme est

u(z, t) = i n§:2 <— sin (”TZT) + 2sin (%) — sin (T)) sin(nz) cos(cnt).

n=1

‘n' w/ _ T/ _
an = %/0 f(z)sin(nz) dz = % {/ﬂ i w sin(nx) dz + /3 " — do) sin(nx) dx}
8h

Exercice 6.2
Nous avons que f(x) = 0 pour tout x € [0, 7] et

hz/a, si0<z<aq

g(x) =
h(m —z)/(r—a), sia<zx<m.

A cause de la solution générale du probléeme et que la corde est de longueur £ = 7, nous avons

u(z,t) = Z sin(na) (an cos(cnt) + by, sin(cnt)).

n=1
De plus nous avons que

o0 o0
Z ap, sin(nx) et Z en by, sin(na)
n=1 n=1

sont respectivement les séries de Fourier impaires de f(z) et g(x). Comme f(z) = 0 pour tout z € [0, 7],
nous obtenons a,, = 0 pour tout n > 1. Il suffit donc de calculer les b,,.

2 a 2 a ™ _ I si
cnbp = 7/ g9(z)sin(nz) dr = — {/ hjSin(nﬂc) dx +/ hir = z) sin(nx) dgc} = 2hsin(na)
™ Jo ™ 0o @ a

(mr —a) n2a(r —a)’

Donc
2hsin(na)

~ cnda(m —a)
et la solution générale est

i 2h sin(na)

u(@,t) = cnda(m — a)

sin(nz) sin(ent).

n=

Exercice 6.3

a) Nous supposons que u(z,y) = X ()Y (y), alors en substituant dans 'EDP, nous avons zX'Y —y XY’ =0
ot X’ est la dérivée de X par rapport & x et Y’ est la dérivée de Y par rapport & y. En divisant les deux
cOtés de cette équation par XY, nous obtenons

X' Y’
=

x v
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Le terme de droite de cette derniére équation est une fonction de y et celui de gauche est une fonction de z.
Donc chacun de ces termes doit étre constant. Conséquemment

X' Y’
r— =y— = k ou k est une constante.
x Yy

Nous obtenons donc un systeme de deux équations différentielles ordinaires suivant:

dX
— =KX
xdm
dY
— =kY
Yy

Nous pouvons résoudre ces équations différentielles ordinaires par séparation de variables.

dxX dX  da dX  [dw B o
x%—kX = X _kx = e =k s In(X)=kln(z)+Cy = X(z)=Cx
et
dy dy  dy dy dy o
9y L LI In(Y) = k1 Y(y) =
Yy = 3 , v , = ) =kh@)+C = V) =y

ot Cy, C1, C" et C" sont des constantes.

Donc u(z,y) = X ()Y (y) = C(zy)* est une solution de xg—g - yg—Z =0, ou k et C sont des constantes.

b) Nous supposons que u(z,y) = X (z)Y (y), alors en substituant dans 'EDP, nous avons X'Y + XY’ =
2(x+y)XY ou X’ est la dérivée de X par rapport & x et Y’ est la dérivée de Y par rapport & y. En divisant
les deux cotés de cette équation par XY, nous obtenons
X v X’ Y’
T4 =2+ & o —2p=—_ 42
X + v T+ 2y e x v + 2y
Le terme de droite de cette derniére équation est une fonction de y et celui de gauche est une fonction de z.
Donc chacun de ces termes doit étre constant. Conséquemment
X’ Y’
< 2x = v + 2y =k ou k est une constante.

Nous obtenons donc un systeme de deux équations différentielles ordinaires suivant:

dX
Lo X
T 2z + k)
dy
. S
ay (2y — k)

Nous pouvons résoudre ces équations différentielles ordinaires par séparation de variables.

g:(21+k)X = g:(2z+k)dz = /g:/(2x+k)dx = In(X)=a2?+ke+Co
dx X X
=  X(x) = C"exp(2® + kz)
et
dY dY

dy ,
TRy - T-i-bdy = /7—/(2y—k)dy S (YY) =y — ky+Cy
= Y(y) = C"exp(y” — ky)
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ot Cp, C1, C" et C" sont des constantes.

Donc u(z,y) = X ()Y (y) = Cexp(z? + y? + k(z — y)) est une solution de g—g + g—’; =2(z+y)u, ou k et C
sont des constantes.

Exercice 6.4
a) Nous allons premierement considérer le probléme intermédiaire

Pu 0% . .
ETl +c i 0 ot wu=u(x,t) avecles conditions:
0
() (,;Z (2,0) =0 pour tout x € [0,
u(0,) =0 et wu(f,t)=0 pour tout t >0
2 2
g;; (0,t) =0 et %(& t)=0 pourtoutt>0

Nous allons maintenant déterminer des solutions de (*) de la forme u(x,t) = X (x)T(t). En substituant dans
I’EDP, nous obtenons X7 + 2X®HT =0 on X® est la dérivée quatrieme de X par rapport & x et T
est la dérivée seconde de T par rapport & t. En divisant par ¢2XT les deux cotés de cette équation, nous
xX@ 1 7@
X T aTr
Le terme de droite de cette derniere équation est une fonction de ¢ et le terme de gauche est une fonction de
x. Pour que I’égalité soit possible, il faut que chacun de ces termes soit constant. Nous obtenons
X @ 1 7@ \ \
—— =———— =), ou X est une constante.
X 2T
Nous avons donc le systeme de deux équations différentielles ordinaires suivant:
d*X d*T
—— = AX =0 et —0 +A*T=0.
dz* dt?
Parce que nous cherchons des solutions non triviales, nous avons aussi les conditions suivantes:

ou

5 (2,00 =0 pourtout z € [0,/] = X(x)T'(0)=0 = T'(0)=0.

u(0,t) =0 pourtoutt>0 = X(0)T'(t)=0 = X(0)=0.
u(l,t)=0 pourtoutt>0 = XOT({t) =0 = X)) =0.

82
8—;;(0,16) =0 pourtoutt>0 = X"(O)T{t)=0 = X"(0)=0.

0%u

92 (¢,t)=0 pourtoutt>0 = X"(OTH =0 = X"()=0.

11 nous faut donc considérer les différents cas possibles pour A. Si A < 0, disons que A = —v* avec v > 0,
alors la solution générale de I'équation différentielle X*) 4+ 14X = 0 est

X(z) = A exp <\f”$> cos (?l/$> + B exp (?V:E) sin <\2§uﬂc> + C exp (—?wc) cos (?um)
+ D exp (—?uz) sin (?ym) .
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b

Si nous tenons compte des conditions X (0) = 0,
systeme d’équations linéaires suivant:

(£) =0, X"”(0) =0 et X”(¢) = 0, alors nous obtenons le

SQwme
I
coc oo

ou

1 0 1 0
etV cos(vl/\/2) eV2sin(we/\2) e V2 cos(vl)\/2) e V2 sin(vl/\/2)
0 2 0 —v?
—12e’ V2 sin(wl/\/2) V2 V2 cos(vl)V2)  1vRe V2 sin(ul/V/2)  —v2e V2 cos(vl/\/2)

Le déterminant de M est 2v*(cosh(v2vf) — cos(v2vl)). Rappelons que cosh(z) > 1 avec cosh(z) = 1 <
z =0 et cos(z) <1 avec cos(z) =1 < z = 2mnsin € Z. Parce que v > 0 et £ > 0, nous obtenons que
(cosh(v2ul) — cos(v2vl)) > 0 et le déterminant de M est # 0. Conséquemment le systeme d’équations
linéaires ci-dessus a une seule solution A = B = C' = D = 0. Nous devons donc exclure ce cas A < 0, parce
que nous cherchons une solution non-triviale. Si nous considérons maintenant le cas A = 0, alors la solution
générale de D'équation différentielle X = 0 est X (z) = A + Bx 4 C2? 4+ Dz>. Si nous tenons compte des
conditions X (0) =0, X(¢) =0, X”(0) = 0 et X" (£) = 0, alors nous obtenons le systeme d’équations linéaires
suivant:

0 0 0 A
AN A B
0 2 0 C
0 0 2 6/ D 0

Le systeme d’équations linéaires ci-dessus a une seule solution A = B = C = D = 0. Nous devons donc
exclure ce cas A = 0, parce que nous cherchons une solution non-triviale. Il nous reste a considérer le cas
A > 0. Disons que A = v* avec v > 0, alors la solution générale de 1’équation différentielle X®*) — 12X =0
est

O = =
o O O

X(z) = A cos(vz) + B sin(vz) + C cosh(vz) + D sinh(vz).

Si nous tenons compte des conditions X (0) = 0, X(¢) =0, X”(0) = 0 et X" (£) = 0, alors nous obtenons le
systeme d’équations linéaires suivant:

1 0 1 0 A 0
cos(vl) sin(vf) cosh(vf) sinh(v¢) Bl |0
—v? 0 v? 0 cl] 1o
—v?cos(vl) —v?sin(vl) v?cosh(vf) v?sinh(vl) D 0

Nous obtenons donc A = C = D = 0 et sin(vf)B = 0. Comme nous voulons une solution non-triviale, nous
pouvons ainsi supposer que B # 0 et sin(v¢) = 0. Nous avons donc que

nm

V=— et)\:)\n:(

nm

14

Pour A = \,, la solution de X*) + \, X = 0 satisfaisant les conditions X (0) = 0, X (¢) = 0, X"(0) = 0 et
X"(€) =0 est

4
) oun € N,n>1.

nmx
X, (z) = By sin (7)
Si nous considérons maintenant I'équation T2 4+ \,,c2T = 0, alors la solution générale est

2.2 2.2
7(0) = A cos (0 ) o+ B sin (T )
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Mais nous avons aussi & considérer la condition 7”(0) = 0, alors B’ = 0. Donc la solution recherchée pour T

est 5 o
T(t) = A’ cos (cn T t> .

62

Donc une solution de (x) est

22
Up(z,t) = Xp ()T, (t) = ay sin (m;ac) cos (cng;r t) .

A cause de la linéarité de I’EDP, nous obtenons que

2.2

oo
. (NTT cneT
g a, Sin e Ccos Tt
n=1
est la solution formelle du probléme. Si nous revenons maintenant au probléme initial, alors nous voulons

que .
;ansin (#) = f(z).

Donc les a,, sont les coefficients de la série de Fourier impaire de f(z), i.e.
2 [t nmwx
an = Z/ f(z)sin (T) dx  pour tout n > 1.
0

b) Il nous suffit de déterminer les coefficients de la série de Fourier impaire de f(x).

Q/Z % )i (mr:c)d 2 (¢ )E COS(mrx) Z+/e(£ 2)6 Cos(mrx)d
an=- [ z(l—2)sin|{— ) de=-< —|(z({ —2z)— — —2z)— — | dx
) 14 L nm 14 0 0 nm L

2 ¢ nray 1" ¢ 14 nwx 40 l nray 1"

== —2z)—sin ()| — [ (=2)— sin (== = —cos (22
nw {((E m)mr sm( 1 )L /0 ( )mr s1n( 14 ) dx} n2m? <n7r COS( 1 )L
402

= ()

Donc la solution est

Chapitre 7

Exercice 7.1
Nous avons que la solution générale du probleme de la chaleur est

u(z,t) = Z ay, sin (?) exp(=A%t)  ou A\, = enw/l et 2 = Ko/p.

n=1

De plus
i a, sin (m)
n=1 " £
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est la série de Fourier impaire de f(z). Ici ¢® = (1.04 x 0.056)/10.6 = 5.49434 x 1073 et £ = 10

a) Pour
{m, si0<x <5,

10—2, sib<ax<10;

alors

an = 130 Olof(m)sin (%) dr = % {/Osa:sin(nlo ) dx —l—/510(10—x)sin (%) dx}

_ 40 . /nm
T (7) '

Donc la solution générale est

“0- L

nnx B 5 9 9
( )sm (—10 )exp( 5.49434 x 10~ °72n21).
b) Pour f(x) = x(100 — 2?), alors

forin (55) o

2 10

~ 10 J,

2%

2 10 oy . (MTT (—1)"*112000
E/o x(100 — )sm( 10 ) dx*T.

Donc la solution générale est

> 1)"t112000] . /nrx
u(a,t) = Z [ 33 ] Sm( 10 )exp(—5.49434 x 107°72n?t).

¢) Pour f(z) = z(10 — z), alors

2 [0 . (nTx 2 [ . nrx 400 ((—1)" ! 4 1)
an = 10 f(z)sin (W> dr = E/o 2(10 — z) sin (W) dr = 33 .

Donc la solution générale est

>[4 ntl 4 1
Zl[ S )}Sm(?) exp(—5.49434 x 10~972n%).

Exercice 7.2
Nous voulons étudier le probleme suivant:

2
%202% ouu=u(z,t), 0<z<l t>0

avec les conditions

%(O,t) =0 et %(6, t) =0 pour tout t >0, ainsi que wu(z,0) = f(z) pour tout = € [0, ¢].

Nous devons premiérement considérer le probléme intermédiaire (*) suivant:

ou  ,0%u
i U = < x< >
m c 907 ouu=u(xt), 0<zx<l t>0
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avec les conditions 5 5
u u
—(0,t) =0 et —(t)=0 our tout t > 0.
0, =0 >
Nous cherchons & déterminer des solutions de ce dernier probleme qui sont de la forme u(x,t) = X (2)7T(¢).
En substituant dans 'EDP, nous obtenons X7’ = ¢2X"T ot X" est la dérivée seconde de X par rapport & =

et T” est la dérivée de T par rapport & t. En divisant les deux c6tés de I’équation par ¢>X T, nous obtenons

1 TI X//
2T - X
Le terme de gauche est une fonction de ¢ et celui de droite, une fonction de x. Pour que ceci soit possible, il

faut que ces deux termes soient constants. Donc

17 X"
2T x = A ol A est une constante.
c

Nous pouvons aussi tenir compte des conditions au bord. Nous obtenons ainsi

ggawzo = X'(0)Tt) =0 = X (0)=0 et
g%&wzo = X'OT{t)=0 = X'(¢)=0.

En résumé, nous devons considérer le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant:

X"-2AX =0 avec X'(0)=0 et X'(¢)=0
T' = X*T =0

Il nous faut maintenant considérer les différents cas pour A\. Si A > 0, disons A = v? avec v > 0, alors la

solution générale de X" — AX = 0 est X(z) = Ae”* + Be "*. Parce que X'(x) = Ave’® — Bre ™" et en
considérant les deux conditions X'(0) = 0 et X'(¢) = 0, nous obtenons le systeme d’équations

v —v A 0
vert —pevt B 0
Parce que v{ # 0, alors le déterminant
v —v
det = 12"t — e = 2% sinh(vf) # 0
Ueui _Ve—ué

et conséquemment la seule solution du systéme d’équations linéaires est A = B = 0. Il nous faut donc exclure
le cas A > 0. Si A = 0, alors la solution générale de X" = 0 est X (x) = A+ Bz. Parce que X'(z) = B et en
considérant les deux conditions X'(0) = 0 et X'(¢) = 0, nous obtenons une seule équation B = 0. Il nous
faut donc inclure ce cas A = 0 et dans ce cas X (z) = A est une fonction constante. Finalement si A < 0,
disons A = —v? avec v > 0, alors la solution générale de X" — A\X = 0 est X (z) = Acos(vz) + Bsin(vx).
Parce que X'(x) = —vAsin(vz) + vB cos(vr) et en considérant les deux conditions X’(0) = 0 et X'(¢) =0,
nous obtenons le systeme d’équations linéaires

0 v A 0
—vsin(vf) v cos(v) B 0
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De ceci, nous obtenons que B = 0 et —vsin(vf)A = 0. Comme nous cherchons une solution X (x) non-
triviale, nous pouvons supposer que A # 0 et conséquemment sin(v¢) = 0. Rappelons que v > 0. Donc
vl =nmpour n € N,n>1, A= —(nn/l)? et X(z) = Acos(nwz/l) oin € N,n > 1.

En conclusion pour que 'équation X" — AX = 0 avec les conditions X'(0) = 0 et X'(¢) = 0 ait une
solution non-nulle, il faut que soit A = 0 et dans ce cas X(z) = A, une constante; soit A\ = —(nn /)% et
X(x) = Acos(nma/l).

Si nous considérons maintenant I’équation 77 — A¢?T = 0 pour ces différents X. Dans le cas ot A = 0, alors
la solution générale de 77 = 0 est T'(t) = D, ot D est une constante. Dans le cas oit A = \,, = —(nw/{)?
oun € N,n > 1, alors la solution générale de T — Ac*T = 0 est T'(¢t) = Dexp ( — (cnm/€)?*t), oit D est une
constante.

Nous pouvons conclure que si A = 0, alors u(x,t) = X (2)T(t) = AD est une solution du probléme in-
termédiaire (x); alors que si A = \, = —(nw/{)?, alors u(X,t) = X (z)T(t) = Acos(nmz/l) exp (— (cnm/l)?t)
est aussi une solution du probleme intermédaire (x). Parce que 1’équation de la chaleur est linéaire, nous
pouvons additionner ces solutions. Donc la solution formelle du probléme intermédiaire (x) est

u(z,t) = % + i ay, COS (L7;:> exp <— {?}2 t> .
n=1

Si nous revenons au probléme initiale, il nous faut considérer la condition initiale
a nmwx
. )
u(@,0) = f(z) = 5 + nglan cos (7 ) ;

c’est-a-dire que les coefficients a,, pour n > 0 sont les coefficients de la série de Fourier paire de f(z). En
d’autres mots,

2 Z
ap = f/ f(x) cos (@) dx  pour tout n > 0.
¢ Jo !
b) En utilisant a), il nous faut déterminer la série de Fourier paire de f(z) = 3r2? — 223,

aO:f/ (3ra? — 22%) dx = 7°
T Jo

et, sin > 1, alors
2 (7 1 —1)"*t1)24
an = 7/ (3ma* — 22%) cos(nx) do = M
0

™ mn4

Donc la solution recherchée est

u(z,t) = cos(nz) exp (—n’t) .

™ o= (14 (=1)"+1h)24
2 + ; mnd

Exercice 7.3
Nous voulons résoudre le probleme de la chaleur suivant:

2
(%) % = CQ% avec les conditions u(0,t) = Uy, wu(¢,t) = Uy pour tout t > 0 et Uy # Us.

Il faut noter que si uq(x,t), us(x,t) sont deux solutions de (x), alors v(x,t) = uyi(x,t) — us(x,t) est une
solution du probléeme de la chaleur suivant:

gu _ CQ@ avec les conditions u(0,t) = 0, u(¢,t) = 0 pour tout ¢t > 0
ot 0x2 B=8 wsE=0D -
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Par ce qui fut démontré, la solution générale de ce dernier probleme est
. /T cnm?
v(z,t) = Zan sin (7> exp ( {7} t> .
n=1
Donc si ug(x,t) est une solution particuliere de (x), alors

nwx cnm 2
) = tafet) + 3 ansin () exp (- [
u(z,t) = ug(x )—&—nz::la sin (= exp( 7
est la solution générale du probléme (x). Nous pouvons prendre comme solution particuliere
x
’LLQ(I,t) = (UQ — U1) (z) + Ul.

En effet,

0 0?
% =0, 37122 =0, et u(0,t)=Ui, ua(¢,t)=Uy pour tout t > 0.

Conséquemment la solution générale de (x) est

) = =0 () + 0+ Lo ("7 )esp (<[] 1).
g i () e (< [F7] ) =0

ur(z) = lim u(x,t) = (Us — Uy) (E) + U

t—oo Y4

Sit — oo, alors

et nous aurons que

sera la température apres un long intervalle de temps.

Nous pouvons donner une solution plus heuristique. Lorsque t — oo, alors %‘ — 0 et donc us(x) sera une

solution de 'équation u/(z) = 0 et ainsi us(z) = A+ Bz. Comme us(0) = Uy et us(¢) = Uz, nous obtenons
que
x

ur(e) = (U2 = U) (3

)+U1.

Exercice 7.4
a) Nous avons que

/22 a2
r=+/x2+1y2+22, 0= arctan (ﬂ) et ¢ = arctan <x+y> .
x

z
Conséquemment
w_ sy 0w, v ou
O 224 y2+220r  (22+92) 00 (22 442 4 22)\/ 22 + 42 0
Pu_ P Pu @ a2
022 (@242 +22) 02 (224 y2)2 002 ' (22 + 42 + 22)2(22 + 42) D092
B 2y 0%u n 2222 0%u
VET T A1) 0007 | kAP aR T 090r
2xyz 0%u (y* + 2%) ou

— + _
@19+ ) 0000 Gt or
2xy ou  yrz(2? +y? + 2%) — 22%2(2® + y?) Ou

+——
V(@? +y?)? 90 (@2 +y? +22)2/(22 +¢?)° 09
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ou Y ou x Ju Yz ou

Oy 2P+ 20 (2249200 (a2 442+ 22)\ /a2 £ 42 09

0%u y? 0%u x2 0%u Y222 0%u
W @) 0 @R @yt P ) 08
n 2zy 0%u n 2y%2 0%u
(22 +y2) /a2 +y2 + 220700 | [(2? + y2 + 22)3\/22 + 42 Or 09
2xyz 0%u (22 + 2?) du

T @t AV T PP 0000 | Sty gty 2 or
 2zy Ou | 2Pa(a® P4 2P) = 20%2(2% + %) Du
(22 + y2)2 00 ($2 + 42 +z2)2 (x2 —|—y2)3 ¢
ou _ z ou V(@2 +y?) Ou
02 JRrpia o @A+ 09

0%u 22 0%u (22 +y?)  9%u 2zv/22 +92 0%

922 (22 4y +22) or2 | (a2 4 g2 + 22)2 92 (22 +y2 + 22)3 0 Or

L @4y  Ou 2:/aPty? Ou
V@2 +y2+ 22300 (a? +y? +22)2 09

Conséquemment
& n 0%u . 0%u B 0%u n 1 0%u . 1 62u ou
x2 " oy2 T 922 oz (a2 +42) 802 (22 4 y? + 22) 8¢2 V2 t2t2or

. z ou
(2 + y2 + 22) /22 + 2 00
Parce que 22 + y2 + 22 = r2 et 22 + y? = 2 sin? (¢), nous obtenons que

Pu O P V110t 200 o)
oz~ Oy 922 Or?  r2sin’(¢) 062 r2 9¢? r2 9¢’

Alors ’équation de la chaleur en coordonnées sphériques est

ou_ (@ 1 Fu 1 200 ctlo)on
ot or?z =~ 2 sin2(¢) 002 " r29¢2 " ror r2  0¢

b) Dans ce cas, u(r,0, ¢,t) est indépendant de 6 et ¢. Alors
ou 0%u ou  0%*u

- " a2 w0 e

Conséquemment ’équation de la chaleur se simplifie & la nouvelle équation

ou_ (0% 200
ot S \or T rar )

De plus nous avons les conditions u(R,t) = 0 pour tout ¢ > 0 et u(r,0) = f(r) pour tout r € [0, R].
¢) Nous devons donc résoudre le probléme suivant
Ju (8Qu L2 2 Ou
ot or2  ror
(%) u(R,t) =0 pour tout t >0
u(r,0) = f(r) pour tout r € [0, R]

et u est une fonction bornée.

) avec les conditions
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1

Si nous utilisons la nouvelle fonction v définie par v = ru, alors u = r~ v et
ou 10v Ou 5 10v 0?u v 0%
—=r = = S et o =22 T
ot ot’  or or or? or or?

En substituant dans PEDP de (x), nous obtenons

0 02 0 0
1"716—1) =c? (Tlars — 27"728—? +2r 30+ 27’728—: — 27‘3U> .

Apres simplification, nous obtenons le probléeme suivant & résoudre

v 5 0%V .
pn =c 52 avec les conditions
(%) v(R,t) =0 pour tout t >0

v(r,0) =r f(r) pour tout r € [0, R]
et v(0,t) = 0 pour tout ¢ > 0.

Cette derniere condition vient du fait que la fonction u est bornée.

Nous allons maintenant résoudre le probléme (xx) par la méthode de séparation de variables. Pour ce faire,
nous allons premiérement considérer le probleme intermédiaire:

ov 5 0%V 1 diti
— =c¢°— avec les conditions
Kk ot or?
( * ) v(R,t) =0 pour tout t >0

et v(0,t) = 0 pour tout ¢ > 0.

Posons v(r,t) = F(r)G(t). Alors en substituant dans I’équation de la chaleur et en divisant ensuite par les
deux cotés de I’équation par ¢2FG , nous obtenons

1G" F” dG d?F
FG' =PGF" = ——="— ouG ="=etF'=—-—=.
G F dt dr?

Le coté droit de cette derniere équation est une fonction de r, alors que le c6té gauche est une fonction de
t. Pour que ceci soit possible, il faut que chacune de ces expressions soient une constante. Donc

1 G/ F//

—— =— =) ou X est une constante.
2 G g

Nous devons aussi tenir compte des conditions du probleme. Nous obtenons ainsi

v(Rit)=0 = FRGH=0Y¥t>0 = FR) =0 et

v(0,t)=0 = F(0)G(t)=0,vt>0 = F(0)=0.
En résumé, nous devons déterminer les fonctions F(r) et G(t) telles que

2
%—AF:O et %—C%\G:O avec F'(0) = F(R) = 0.

Si A > 0, disons A = 2 avec v > 0, alors la solution générale de F” — AF = 0 est F(r) = Ae”” + Be™"".
Parce que v > 0, R >0, F(0) = A+ B =0 et F(R) = Ae"® + Be " = 0, nous obtenons A = B = 0. 1l
nous faut donc exclure le cas A > 0. Si A = 0, alors la solution générale de F”" = 0 est F'(r) = A+ Br. Parce
que F(0) = A=0et F(R) = A+ BR = 0, nous obtenons que A = B = 0. La aussi nous devons exclure le
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cas A = 0. Il nous reste & considérer le cas A < 0, disons A = —v2 avec v > 0, alors la solution générale de

F"—XF = 0est F(r) = Acos(vr)+Bsin(vr). Parce que F(0) = A =0et F(R) = Acos(vR)+Bsin(vR) = 0,
alors A =0 et Bsin(vR) = 0. Comme nous cherchons & déterminer des solutions non-triviales et que A = 0,
nous pouvons supposer que B # 0. Ainsi sin(vR) = 0. Conséquemment v = nr/R et A = )\, = —(n7/R)?
oun € N avec n > 1. De plus pour ce A = A, F(r) = By, sin(nmr/R). Nous pouvons aussi déterminer la
solution générale de G’ — ¢>A\G = 0 lorsque A = \,,. Nous obtenons que G(t) = D,, exp(—(cn7/R)*t). Ainsi
pour tout n € N,n > 1,

. [/nmr cnm? . . *k
vp(r,t) = ay, sin (?> exp | — {f} t est une solution du probléme ( . ) )

Conséquemment

est une solution du probleme

o “\oam e

u(R,t) =0 pourtout t >0 et wu est une fonction bornée.

b 02 20
u 2 ( w u) avec les conditions

Comme cette derniere équation est linéaire, nous pouvons additionner ces solutions. Nous obtenons ainsi
que
= nmr cnm 2
u(r,t) = an 1 sin (—) exp | — [—} t
(r,t) Z n R P R
n=1
est une solution formelle du probleme

=“\az v

Ou 5 u  20u
ot~ ¢

) avec la condition u(R,t) =0 pour tout ¢t > 0.
Si maintenant nous ajoutons la condition

= nwr

u(r,0) = Z an vt sin (?) = f(r),

n=1
nous obtenons que

i ap, Sin (m>

" R

n=1

est la série de Fourier impaire de la fonction r f(r). Ainsi

ap, = ;/Oer(r) sin (%) dr.

En conclusion, la solution formelle du probleme est
= nmr cnm 2 2 [t nwr
9= S tan(G)em ([T we = a0 () o
u(r, t) n=1a " sin ( —- ) exp ( 7 avec a R, r f(r)sin 7 T

Chapitre 8

189



Exercice 8.1
a) Nous considérons premiérement le probléme intermédiaire

?u  O%u ou
(%) {8302 +a—y2 =0 avecu(z,0)=0, u(z, N) =0 et a—y(O,y) =0powr 0<zx< M, 0<y<N
Nous cherchons & déterminer les solutions non-triviales de () de la forme u(z,y) = X (2)Y (y). En substituant
dans 'EDP et en séparant les variables, nous obtenons

X// Y//

XY +XY"'=0 = —&=-——.

X Y
Dans cette derniere équation, le terme de gauche est une fonction de x et celui de droite, une fonction de
y. Pour que cette équation soit vérifiée, il faut que chacun des termes soit égal a une constante A. Nous
obtenons ainsi

X" Y” X" -\ X =0:
~ =" =X = " ’
X Y YY"+ MY =0.

Si nous considérons les conditions a la frontiere du probléme (x), nous obtenons

u(z,0) = X(2)Y(0) =0, Ve avec0 <z <M = Y(0)=0;
uw(z,N)=X(@)Y(N)=0,Vzavec0<z <M = Y(N)=0;

ou

a—y((),y) =X0)Y'(y) =0, Vyavec0<y< N = X(0)=0.
Noter que X (z) # 0 pour un z = z. Sinon nous aurions la solution triviale. De méme que Y”'(y) # 0 pour
un y = yo. Sinon Y’ (y) = 0 pour tout y, 0 < y < N, signifie que Y (y) est une fonction constante et comme
Y (0) = 0, nous aurons la solution triviale. Nous avons donc le systéme d’équations différentielles ordinaires
avec conditions suivant:

X" AX =0 avec X(0) =0;
Y"+ XY =0 avec Y(0)=Y(N)=0.

Nous allons premiérement étudier la seconde équation Y+ AY = 0 avec Y (0) = Y(IN) = 0 pour déterminer

les valeurs possibles de A. Il est préférable de commencer avec cette équation parce qu’il y a deux conditions:
Y(0) =0 et Y(N) =0 au lieu d’une seule dans le cas de X.

Si A < 0, disons A = —v? avec v > 0, alors Y (y) = Ae"Y + Be™"¥ est la solution générale de I’équation
Y” + AY = 0. Mais
Y(0)=A+B=0
N N = A=B=0,
Y(N)= Ae"" + Be """ =0

parce que ¥ > 0 et N > 0. Nous devons donc exclure le cas A < 0.
Si A =0, alors Y(y) = A+ By est la solution générale de 1’équation Y = 0. Mais

{ Y(0)=A=0

= A=B=0,
YMU:A+BN:O}

parce que N > 0.

Si A > 0, disons A = % avec v > 0, alors Y (y) = Acos(vy) + Bsin(vy) est la solution générale de I’équation
Y"” 4+ AY =0. Mais

Y(N) = Acos(vN) + Bsin(vN) =0 - Bsin(vN) =0
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Comme A = 0 et que nous cherchons une solution non-triviale, nous pouvons supposer que B # 0. Donc
sin(vN) =0 et vN =nm oun € N, n > 1. En d’autres mots,

vV=1v, = nm An = (%)2 et Y(y) =Y.(y) = B, sin (nf;\r[y)

sont respectivement les valeurs possibles de v, A et les fonctions Y solution de Y + AY = 0 avec Y (0) =
Y(N) =0. Les A\, sont les valeurs propres et les Y,,, les fonctions caractéristiques, ot n € N, n > 1.

Si maintenant nous considérons I’équation X” — AX = 0 avec X(0) = 0 pour A = )\, = (n7/N)?, nous
obtenons la solution générale

X(x) =Cexp (%) + Dexp (—%) .

De la condition X (0) = C'+ D = 0, nous obtenons D = —C. Donc pour A = \,, la solution de X" +AX =0
avec X (0) =0 est

nmwx

X(z) =X, (z) =C, [exp (%) — exp (_Tﬂ = 2C,, sinh (%) .
Ainsi pour chaque n € N, n > 1,

un(z,y) = X, (2) Y, (y) = ap sin (%) sinh (%)

est une solution du probléme intermédiaire (*). Par le principe de superposition, nous obtenons que

u(z,y) = Z ay, sin (%) sinh (%)
n=1

est une solution formelle du probleme (x).

Si maintenant nous revenons au probleme de départ, il nous faut tenir compte de la condition

Nous obtenons alors en dérivant terme-a-terme par rapport a y et en posant x = M que

5 e (3o () (751 - 1

Nous avons ainsi a exprimer f(y) comme une série de Fourier paire. Donc

an (%) sinh (m;vM) = ]%[/ON f(y) cos (%) dy.

Donc la solution formelle du probleme de départ est

ulw,y) = i an Sin (%) sinh (%) ol an = [mr sinh(fwrM/N)] /ON f(y) cos (L;\T;g) dy.
n=1

b) Nous considérons premierement le probleme intermédiaire

62u+6‘2u 0 avec

Pu  Pu

(%) oxr2 = 0y?
O NY = 0, u(0,9) — 2400, 5) = 0 et u(M,y) — 24(M,y) = 0 pour 0 <z < M, 0< y < N
ax x’ - 7u 7y ay 7y - u 7y ay 7y - pu —x— ) —y— *
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Dans ce probléme, les conditions a la frontiére sont homogenes.

Nous cherchons les solutions non-triviales de (x) de la forme u(x,y) = X (2)Y (y). En substituant dans 'EDP

et en séparant les variables
X/l YI/
X'Y+XY"'=0 = —=-——r.
X Y
Dans cette derniére équation, le terme de gauche est une fonction de = et celui de droite, une fonction de
y. Pour que cette équation soit vérifiée, il faut que chacun des termes soit égal a une constante A. Nous
obtenons ainsi

X y” \ X" —A\X =0;
X Y Y +\Y = 0.

Si nous considérons les conditions a la frontiere du probléme (x), nous obtenons

%(x,N) =X'(z)Y(N)=0, Vzel0,M];
u(0.y) - g;(o, y) = X(0)Y(y) - X(0)Y'(y) =0, Vye [0, N];
u(M.y) %(M, y) = X(M)Y () - X(M)Y'(4) =0, Yy € [0,N].

Nous allons montrer que de ces équations, nous obtenons que Y (N) =0, X(0) =0 et X(M) = 0. Montrons
qu’il existe un xo tel que X'(xg) # 0. En effet si X'(x) = 0 pour tout € [0, M], alors X(x) = A pour
tout z € [0, M] avec A, une constante non nulle. Parce que X” —AX = 0 et X" = 0, nous obtenons que
A=0.DoncY’"=0 = Y(y)=B+CyetY(y)—Y'(y)=(B—C)+Cypoury € [0, N]. Comme nous
cherchons des solutions non-triviales, nous avons que Y # 0, i.e. B ou C' # 0, mais nous obtenons ainsi que
Y — Y’ # 0. Il existe un y = yo tel que Y (yo) — Y’ (yo) # 0. De X(0)[Y(y) —Y'(y)] = 0 & y = yo, nous
obtenons que X (0) = 0 = A, mais ceci contredit notre hypothese que A est une constante non nulle. De tout
ceci, nous pouvons donc affirmer qu'il existe © = x¢ tel que X' (x¢) # 0. De X'(2)Y(N) =0 & = x¢, nous
avons Y (N) = 0. Maintenant si Y (y) — Y'(y) = 0 pour tout y € [0, N], alors Y (y) = De? est la solution
générale de Y’/ = Y. Comme Y (N) = De” = 0, nous obtenons que D = 0, mais ceci est impossible, car
sinon nous aurions la solution triviale. Conséquemment il existe un y = yo tel que Y(yo) — Y'(yo) # 0. De
X(0)[Y(y) —Y'(y)] =04y = yo, nous avons X (0) = 0. De X (M)[Y(y) —Y'(y)] =0 & y = yo, nous avons
X(M)=0.

Nous avons donc le systeme d’équations différentielles ordinaires avec conditions suivant:

X"—AX =0 avec X(0)=0et X(M)=0;
Y"+ XY =0 avec Y(N)=0.

Nous allons considérer la premiere équation avec ses conditions.

Si A > 0, disons A = % avec v > 0, alors X (z) = A’e"® + B’e™"® est la solution générale de X" — \X = 0.
Nous avons

X(0)=A"+B' =0
X(M)=A'e"M L Blem"™M =

} = A'=B'=0

parce que v > 0 et M > 0. Il nous faut donc exclure ce cas.
Si A =0, alors X (z) = A’ + B’z est la solution générale de X" = 0. Nous avons

X(0)=A"=0
X(M)=A"+BM=0

} = A =B =0

parce que M > 0. Il nous faut donc exclure ce cas.
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Si A < 0, disons A = —v? avec v > 0, alors X(x) = A’ cos(vz) + B’sin(vz) est la solution générale de
X" —AX = 0. Nous avons

X(0)= A" =0 A —0
X (M) = A" cos(vM) + B'sin(vM) =0 - B’sin(vM) = 0.

Comme nous cherchons des solutions non-triviales et que A’ = 0, nous pouvons supposer que B’ # 0. Nous
obtenons alors que sin(vM) =0 et vM = nm oun € N, n > 1. En d’autres mots,

nmw nm 2 . /NnTX

V=un= 0 )‘":_<M) et X(z) = X,(z) = B, sin (W)

sont respectivement les valeurs possibles de v, A et les fonctions X solution de X” + AX = 0 avec X(0) =
X(M) =0. Les A\, sont les valeurs propres et les X,,, les fonctions caractéristiques, ou n € N, n > 1.

Si nous considérons maintenant Pautre équation Y” + AY = 0 avec Y (N) = 0 pour A = A\, = —(nn/M)?,
alors la solution générale est
= (20 £ (58]

De la condition Y (N) = 0, nous obtenons

- nmtlN , ~naN\ f 2nm N
Y(N)—Cexp<M>+Dexp< M>_O = D= Cexp( )

Y(y) = C'exp (%) —C'exp <2"]\7;N) exp (_%)
e () ol )
= 2C" exp <’ﬂv> sinh (mr(yM—N)) .

Donc pour A = A, la solution de Y + AY = 0 avec Y(N) = 0 est

Donc

)= 12t = 205 ("2 i (P20,

Donc pour chaque n € N, n > 1,

un (z,y) = ay, sin (n—j\?) sinh (’”(?JM_N))

est une solution du probléme (*). Par le principe de superposition, nous obtenons que

u(z,y) = nij:l ap, Sin (%) sinh (mr(yMN)>

est une solution formelle du problme ().

Si maintenant nous revenons au probleme de départ, il nous faut tenir compte de la condition

o(,0) = o).
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Nous obtenons alors en dérivant terme-a-terme par rapport a x et en posant y = 0 que

o (5o (57 o (20) < 0

n=1

Nous avons ainsi & exprimer g(x) comme une série de Fourier paire. Donc

an, (%) sinh (n;\rj\f) = % /OMg(x) cos (%) dzx.

Donc la solution formelle du probleme de départ est

e = Sy () () =[] [ ()

¢) Nous considérons premiérement le probléme intermédiaire

82u+62u 0 avec
T v
(*) 8332 8y2
Ou ou
%(I,O):(), g(z,N):Oet u(0,y) =0pour 0 <z <M, 0<y<N.

Nous cherchons & déterminer les solutions non-triviales de (x) de la forme u(z,y) = X(z)Y (y). Comme en
a) et en b), nous pouvons substituer ceci dans I’'EDP, séparer les variables et nous obtenons le systéme de
deux équations

X"-AX =0 et Y'4+AY =0.

Si nous considérons les conditions & la frontiere du probléme (x), nous obtenons

%(x, 0) = X'(2)Y(0) =0, Va € [0, M]:
%(m,]\f) = X'(2)Y(N) =0, Vzel0o,M];

u(0,y) = X(0)Y(y) =0, Vye[0,N].
Nous allons montrer que ces trois équations entrainent que Y(0) =0, Y(N) = 0 et X(0) = 0. Comme Y # 0,
nous avons un g tel que Y (yo) # 0 et de la troisieme équation, nous obtenons X (0) = 0. Notons que X’ # 0.
En effet, si X’ = 0, alors X (z) serait une fonction constante et comme X (0) = 0, nous aurions X (z) = 0
pour tout z € [0, M]. Mais ceci contredit le fait que nous cherchons ds solutions non-triviales. Ainsi il existe

un o tel que X'(zp) # 0. Des deux premieres équations, nous obtenons que Y (0) = Y (N) = 0. Nous avons
donc le systeme d’équations différentielles ordinaires avec conditions suivant:

X"—AX =0 avec X(0)=0;
Y"+ XY =0 avec Y(0)=Y(N)=0.

Ce systéme est le méme qu’en a). L’analyse que nous avons fait dans ce cas est valable et ainsi nous obtenons

que
B . nwy) _ (mrx)
fE . 7 h
u(z,y) nzla sm( sinh { —

est une solution formelle du probleme (x).
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Si maintenant nous revenons au probléme de départ, il nous faut tenir compte de la condition u(M,y) = h(y),

ie.
> A nmwM
u(M,y) = Z ap sin ( —= ) sinh ( > = h(y).
i (22) i (2

11 faut donc considérer la série de Fourier impaire de h(y). Nous avons alors

. nmwM 2 (N . /nmy
ansmh< N ) = N/o h(y) sin (T) dy.

La solution formelle du probleme de départ est

e N
_ . (NTYN . nmwx _ 2 . /nmy
ul@y) = nzzl I S ( N ) sinh (T) AVee dn = N Sinh(nmM/N) /0 h(y) sin (T> dy

Chapitre 9

Exercice 9.1
Nous voulons écrire f(z) définie sur I'intervalle [0, R] avec R > 0 sous la forme

> Qp T
S o (%)
f(x) ;a o5
Nous avons vu en classe que

2 R anT
ay, = RleQ(an)/o xf(x)JO( 7 )dx pour tout n > 1.

a) Si f(x) =1 pour tout x et R > 0, alors

2 R apx
n = ——p— Jo (222) d
¢ RZJ%(an)/o vh () de

2 R R n
= ]W/O a—:Jo(u)a—ndu en utilisant la substitution u = aRx

QAn

u Jo(u) du

2
(an J1(an))? /O
2 u=a, d
- m(u Ji(u)], _," car %(u Ji(w)) = u Jo(u)
B 2
Qp Jl(an) .

Donc la série de Fourier-Bessel dans ce cas est

Z an J?(an) Jo (a;%x) '

n=1
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b) Si f(x) =1— 22 et R=1, alors

% /0 z(1— %) Jo(on @) dz:

2 on 2 1
== / 21— (u) Jo(u)— du  en utilisant la substitution u = ayx
2
Jl (Oén) 0 Qn Qp Qp

- e ), (o) h)d
~ G (- )] - [T R e o

4 [e7%) 5 4 [e7%) d
- - du — ——
Gy o = s [ )

4 9 u=an, 4Jo ()
= ey " " = G,y

Noter que certaines des intégrales ci-dessus sont évaluées en intégrant par parties. Donc la série de Fourier-

Bessel dans ce cas est

Ap =

oo

4Jo ()
Z 2;2 Jo(anx).

) Si f(z) =1—a*et R=1, alors

2 1
n=—5— 1—a* n)d
a T2 () /0 (1 —2%) Jo(a x) dz

4
2 an 1
= 7/ ° (1 - <u> ) Jo(u)— du  en utilisant la substitution v = a,x
0

J12 (Oén) (879 Qp

e (e o], = [ e
4

oz s
= o J?(an) {aﬁ Ja(am) — 2/0 ' di(u?’ J3(’LL)) du}
= — J?(an) {afl Jo(an) — 2(u? J5( )]Zig} = m{ai Jo(ay) — 202 Jg(an)}

8 Jo(ay,) 16 J3 ()

a2 Ji (an) - ad Jt (an)

Noter que certaines des intégrales ci-dessus sont évaluées en intégrant par parties. Donc la série de Fourier-
Bessel dans ce cas est

Z |: 8J2 an 16 JS(an)

a2 J2 (o) B ad Jf(an)} Jo(an 2).

Exercice 9.2

Nous allons esquisser la solution de cet exercice. Nous voulons résoudre le probleme suivant:
Pu o, (*u 10u 1 0% .
w: W—"_;E_Fﬁw ou uzu(r,@,t), 0<r<R, R, t>0
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avec comme conditions:

u(R,0,t) =0 pour tout 0,¢ tels que # e R, ¢t >0
u(r,0,0) = f(r,0) pour tout r,0 telsque 0 <r <R, # R
ou

E(T‘,Q,O) =g(r,0) pourtout r,ftelsque0<r<R, #cR

a) Nous allons premiérement considérer le probléme intermédiaire () suivant

0%y 0%u  10u 1 0%u
—_— = C2 _ -_—t = —
ot? or2  ror  r?002

) on u=u(rdt), 0<r<R, R, t>0

avec comme conditions
u(R,0,t) =0 pour tout 0,¢t tels que # € R, ¢t >0

et pour tout t = ty fixé alors la fonction (r,0) — wu(r,0,ty) est bornée. Nous cherchons & déterminer des
solutions non triviales de (%) de la forme u(r,0,t) = F(r,0)G(t). Apres avoir substitué cette solution dans
I’EDP et avoir divisé par c>FG des deux cotés de I’équation, nous obtenons

1 d*G 1 (82F 10F 182F>

260 a2~ Frno\oz Tror T 2o

Le terme de gauche est une fonction de ¢, alors que celui de droite est une fonction de r et 6. Pour que
tout ceci soit possible, il faut que chacune de ces expressions soit une constante. De plus il est possible de
montrer que cette constante doit étre strictement négative. Nous noterons celle-ci par —k? avec k > 0.

Nous avons ainsi un systéme d’équations:
d*G 9
W + (C]f) G = 0;
0°F 10F 1 0°F

2
Ay 5 )
8r2+rar+r2892+k 0

De plus la condition u(R,8,t) = 0 pour tout # et ¢ a comme conséquence que F'(R, ) = 0 pour tout 6.

b) Nous pouvons maintenant utiliser la méthode de séparation de variables pour la seconde équation de ce
systeme, a savoir celle relative a F. Nous cherchons des solutions non triviales de cette équation de la forme
F(r,0) = H(r)L(0). Alors nous obtenons apres substitution, avoir divisé par k? H L et multiplié par r? que

r?  d*H r dH 1 d°L

RH() d? | RHdr T I2L0) d?

Le coté gauche est une fonction de r, alors que celui de droite est une fonction de 8. Pour que ceci soit
possible, il faut que chacun de ces cotés soit constant. De plus il est possible de montrer que cette constante
doit étre positive. Nous noterons celle-ci par p? avec p > 0. Nous obtenons donc deux équations différentielles
ordinaires

CL% + (pk)*L =0
7“26;272] + r(ji—lj + ((kr)® = (pk)>)H =0
Posons pk = n. Nous avons ainsi
% +n%L =0;
7‘2(227[2{ + rcil—[j + ((kr)? = (n)*)H = 0.
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¢) Notons que L(f) est une fonction périodique de 6 de période 27w, car H(r)L(6 + 27 =
2m,t) = u(r,0,t) = H(r)L(0)G(t) et L(O + 2w) = L(f) en prenant r et ¢ tels que H(r) # 0 et G t)
Conséquemment parce que la solution générale de

d’L 5
W +n°L=0
est de la forme L(f) = Acos(nf) + Bsin(nf) et que cette fonction doit étre périodique de période 2,
alors n € N. Les solutions possibles pour un n € N donné seront engendrées par L, (0) = cos(nf) et
L (0) =sin(nh) sin > 1 et par Lo(#) =1sin=0.
Si n € N, nous pouvons maintenant considérer la nouvelle variable s = kr. En utilisant la regle de chaines,
I’équation
d*H dH d’H dH
2 2 2 : 2 2 _ .2
— 4 r— kr)® — H=0 d t — + 55— —n“)H =0.
r +r r+(( r) (n)?) evient  s°—— +sd5+(s n®)
Cette derniere équation est I’équation de Bessel de parametre v = n € N. Donc sa solution générale est
de la forme AJ,(s) + BY,(s), ot J,(s) est la fonction de Bessel du premier type d’ordre n et Y;,(s) est
la fonction de Bessel du second type d’ordre n. En d’autres mots, H en fonction de r sera de la forme
H(r) = AJ,(kr)+ BY, (kr). Mais nous cherchons des solutions telles que (r,0) — u(r, 6,1y) est bornée pour
tout ¢ = to fixé. Ceci entraine que r — H(r) est une fonction bornée et comme r — J,(kr) est bornée et
que 7 — Y, (kr) n’est pas bornée lorsque r — 07, nous devons avoir B = 0.

En conclusion pour n € N, F(r,0) = J,(kr) cos(nd) est une solution de

02F 10F 1 0%F

oL 1or 2
87’2+r87“+ 2892+kF

De méme pour n € N,n > 1, F*(r,0) = J,(kr) sin(nf) aussi une solution de cette méme EDP.

d) Nous pouvons considérer la condition u(R,6,t) = 0. De celle-ci nous obtenons que J,(kR) = 0. Donc
k= kmn = qmn/R o0 aump est le m iéme zéro positif (> 0) de J,. Si nous considérons maintenant
I’équation
d*G
dt?
sa solution générale est G(t) = A cos(ckm nt) + Bsin(ckm, nt).

+ (ck)*G =0 pour k = k.,

Pour chaque m,n € N, m > 1, alors

U, (7, 0,t) = |:Am,n cos (W) + By,n sin (W)] Jn (a”;’%"r> cos(nf)

est une solution du probléme intermédiaire (*). De méme pour chaque m,n € N, n > 1, m > 1, alors

Up, n(1,0,1) = [A;‘nn cos (caR> + By, sin (%)} JIn (a R T) sin(nf)

est aussi une solution du probléme intermédiaire (). Parce que I’équation d’onde est linéaire, nous pouvons
utiliser le principe de superposition. Nous obtenons ainsi que

u(r,0,t) = i i [ m,n COS (ca};n ) + By, sin (Cag"t>] Jn (a%nr) cos(nf) +

Z |:A:<n,n cos <caR ) + By, ,, sin <caR7 )] In (a R T) sin(nd)
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est une solution formelle du probléme intermédiaire (x).

Il est possible de déterminer les coefficients A, n, Bin, Ay, ,, et By, , en utilisant les conditions initiales et
des relations d’orthogonalité. Nous obtenons ainsi que

4 R pm Q0T
Apo= ———— ,0) Jo [ —=— ) df dr.
,0 WRZJ%(O‘M,O)/O/O Tf(T ) O( R ) T
Amn =~z Jn+1 r— // %) cos(nf)dfdr sin> 1.

4* am nT . .
= 2 3 > .
m,n 71'R Jn+1 O, n / / R ) sln(nﬂ) df dr S1m =~ 1

4 4 Ao
Byo— 0) o (20" d6 dr.
-0 TR, 02 (i 0) /0/0 rg(r,0) 0( R ) "

am n .
b - > 1.
o et Roun, p, n+1 am n / / Tg T 0 R ) COS(TL@) dddr sin>

By = crRomnT? 1 (amn) / / rg(r,0)J a,,;; ) sin(nd)dfdr sin > 1.

Exercice 9.3
Nous avons

- plq!2rpta
= 0

s

—1 oo _1)p—n . .
'+ > [Z (_,z)!gap—nf” t

| 9n+2 |
=z (et n)te'2 a* i for § 2802
—ZJ )" + Z n(2)t" = Z Jn(2)t

car J,(z) = (=1)"J_n(2) pour n € Z, n < 0.
Exercice 9.4
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En posant ¢ = e, nous avons

0 —if s . > ;
eizsin(@) = exp <’LZ <6>) Z J zn@ _ JO(Z) + Z Jn(z)em@ + Z J_n(Z)eflne
n=1 n=1

n=—oo

o S e z a5 o)

= Jo(2) + 2 cos(2mb)Jam (2) +2i Y _ sin((2m — 1)8)Jam1(2).

m=1 m=1
Si nous considérons maintenant les parties réelles et imaginaires de I’équation ci-dessus et parce que
e#5n0) — cos(zsin(6)) + i sin(z sin(0)),

nous avons

cos(zsin(f)) = Jo(z) +2 Z cos(2mb)Jam(z) et sin(zsin(h)) =2 Z sin((2m — 1)8) Jam—1(2).
m=1

m=1

Exercice 9.5
Nous avons premierement

cos(nf — zsin(f)) = cos(nd) cos(zsin(h)) + sin(nd) sin(z sin(6))

= cos(nf) [Jg(z) +2) " cos(2mb)Jam (2) | + sin(nd) lz > sin((2m — 1)6) Jom-1(2)

cos(nd)Jo(z) + 2 i cos(nf) cos(2mb) oy, () + 2 i sin(nd) sin((2m — 1)0) Jopm—1(2).

m=1 m=1

Rappelons aussi les formules suivantes

0, sim#mn;

2m 2
/ cos(ma) cos(nx) dx = { m, sim=n>0 et / sin(mz) sin(nz) dx = {
0 0

27, sim=n=20

0, sim#n
m, sim=n>0

Donc

2m o 27
cos(nd) db + 2 Z Jam (2) / cos(nf) cos(2m@) do
0

m=1

() = /0 i cos(nf — zsin(0)) df = Jo(z) /0
0 2m
+2) Jom-1(2) /O sin(n) sin((2m — 1)6) df.
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Par ce qui précede, nous obtenons

2nJo(z), sin=0;
(O) =4 2mJam(2), sin est pair > 0 et égale 2m;

2nJam—1, sSin estimpair et égale a 2m — 1.

Nous pouvons ainsi conclure que

27

o cos(nf — zsin(0)) df = J,(z).

Exercice 9.6

Si nous considérons la formule obtenue au numéro 2, mais en prenant l'angle Z

exp <izsin (g — 9)) = Jo(z)+ 2 Z cos (2m (f — 9)) Jom (2) + 2i i sin ((Qm -1) (g — 9)) Jom—1(2).

Notons que

— 6, nous obtenons alors

sin (g — 9) = cos(f), cos (2m (g - 0)) = cos(mm — 2mé) = (—1)" cos(2mb),

sin ((Zm -1 (5 - 9)) = sin (W —(2m — 1)0> = (=1)""tcos((2m — 1)h).

En substituant, nous obtenons alors
etz cos(0) )+ 2 Z ™ cos(2mb) Jom (2) + 2i Z Y=L cos((2m — 1)6) Jopm—1(2).

Cecl est le résultat désiré.

Si nous considérons maintenant les parties réelles et imaginaires de I’équation ci-dessus et parce que
€250 — cos(z cos(f)) + isin(z cos(6)),

nous avons

cos(z cos(0)) = )—2 Z )™ cos(2mb) Jam (2) et
sin(z cos(f)) = 2 Z )™ cos((2m — 1)0) Jom—1(2).

m=1

Nous pouvons noter en particulier que si nous posons 6 = 0 dans ces deux dernieres équations, nous obtenons

o

cos(z) -2 Z Y Jom(2) et sin(zcos(d)) =2 Z (=)™ Jypm_1(2).

m=1

Exercice 9.7
Nous avons

= (—1
—Z((m

™o 2m d = (=D)™2m) 5 —1)m 1
- !))2 (5) = m(JO(I))‘Z_:I((m!))z(zm)“’”Q =2 (m—i)!n)l!?m—lx? '




En réindexant, nous obtenons alors

d e —1 m+1 m €T e —1)m™ T 2m
&z (9@) = 32 5 <n(z+)1>!22m+1x2 T=3 m'((m)+1)v (5) =16

m=0 m=0

Nous avons aussi pour v # 0,

%(mujym) ) % [x () X m'l“((Z/_Jlr)TnJrl) (;)Zm] = % [Z miT (v +(Z@1)+m1)2v+2mx2(m+u)]

m=0 m=0

> -1)Mm2(m+v 2m—42v—1 = —1)m2(m+v 2m+2v—1
I T ;

(v+m+1)2v+2m = m+v)T(v +m)2v+2m

=2 (v J(r_nlz))n;vwm—lmmwyl = @)H ;0 mIT(m <+_(137i +1) (g)z

m=0

=2"J,_1(x)

Nous pouvons noter que cette derniere formule est aussi valable pour v = 0 par ce que nous avons démontré
précédemment. En effet, si v = 0, nous aurions

% (J;OJO(J;)) =2°J_1(z), Cclest-a-dire % (Jo(a:)) =J_1(x)

selon cette formule. Mais ceci est vrai parce que J_1(z) = —Ji(x) et ce que nous avons démontré au début
de cet exercice.

Exercice 9.8
(a) Nous avons par intégration par partie

o= [ = ()] #aa@ar= [[1- ()] L) d
— ([1 _ (2)1 o Jb(x)K - /Oaa [1 - (z)z]l (f””) ibeb(x) dx

2 [ 2]t 2
- [1 - (E) } 2T Jy(x) do = (Z) To1p41 cara>1.
0 (6% « :

(b) Nous avons

o= | "2 gy (2 do = / L[ )] de = (2 @) = a? (e

(c) En utilisant (a) et (b), nous obtenons que

2a 2a 2(a—1) 2%(al) 2%(al) a4
Iop = (a2) To—1p11 = (042) <2> Io2pia=...= Wfo,bﬂz = o " Jyrp(@)

a
=2%a!) " Jyip(a)
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Exercice 9.9
La solution est donnée par

u(r,t) = ; Jo (%) [an cos (co;%nt) + b, sin (co;;t)]

avec

oo () [ Fon () o e () ) oo (%) o

Comme g(r) = 0 pour tout 0 < r < R, nous obtenons facilement que b, = 0 pour tout n > 1. Il nous faut
seulement calculer a,,.

En utilisant la substitution

nous obtenons

|
~
Q
RS
S S
—~
Q
2
h
£
8

Donc la solution est

u(r,t) = Z <2p+;§ff!1)é(;l()an)> Jo (%) cos (cigt> .

Chapitre 10

Exercice 10.1

a) Nous considérons ’équation y” + Ay = 0 sur l'intervalle [0, £] avec les conditions y(0) = 0 et y'(¢) = 0. Ici
£ > 0. Nous devons considérer les différentes possibilités pour A. Dans ce cas, le probleme de Sturm-Liouville
est régulier et conséquemment les valeurs propres sont réelles.

Si A <0, disons que A = —v2 avec v > 0, alors la solution générale de y” + Ay = 0 est y(z) = Ae”® + Be V",
Nous avons y'(z) = Ave’® — Bre ¥*. Des conditions du probléme, nous obtenons le systéme d’équations

linéaires suivant
y(0)=A+B=0
Y (1) = Ave’* — Bre ™" =0

et celui-ci n’a qu’une seule solution A = B = 0, parce que le déterminant

1 1

vl

_ vl —vf —
Jerl vt | = v(e” +e ") 2v cosh(vl) # 0.

Conséquemment si A < 0, alors A n’est pas une valeur propre du probleme.
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Si A =0, alors la solution générale de y” = 0 est y(z) = A + Bx. Nous avons y/'(z) = B. Des conditions du
probléme, nous obtenons le systeme d’équations linéaires suivant

y(0)=A=0

y'(()=B=0
et celui-ci n’a qu’une seule solution A = B = 0. Conséquemment si A = 0, alors A n’est pas une valeur
propre du probleme.
Si A > 0, disons que A = v? avec v > 0, alors la solution de y” + Ay = 0 est y(z) = Acos(vx) + Bsin(vz).

Nous avons y'(z) = —Avsin(vz) + Brcos(vz). Des conditions du probleme, nous obtenons le systéme
d’équations linéaires suivant

y(0) =A=0 A=0
y'(¢) = —Avsin(vl) + B cos(vl) = 0 = Bcos(vf) =0

et celui-ci a des solutions (A, B) non triviales si et seulement si cos(v¢) = 0. Mais cos(v¢) = 0 si et seulement
si vl = (2n+ 1)7/2 avec n € N. Ici nous utilisons le fait que v > 0 et £ > 0. Dans ce cas, la fonction

yn(z) = Bsin (W) pour n € Net B #0

est une fonction caractéristique dont la valeur propre associée est

Toutes les fonctions caractéristiques de valeur propre A = A, sont de cette forme.

b) Nous considérons I’équation y” + Ay = 0 sur lintervalle [0, £] avec les conditions y'(0) = 0 et y'(¢) = 0.
Nous devons considérer les différentes possibilités pour A. Dans ce cas, le probleme de Sturm-Liouville est
régulier et conséquemment les valeurs propres sont réelles.

Si A < 0, disons que A = —v?

Nous avons y'(x) = Ave’® — Brve~
linéaires suivant

avec v > 0, alors la solution générale de 3" + Ay = 0 est y(z) = Ae’™ + Be V*.
¥¥_ Des conditions du probleme, nous obtenons le systeme d’équations

y'(0) = Av — Br =0
y'(0) = Ave’t — Bre ' =0
et celui-ci n’a qu’une seule solution A = B = 0, parce que le déterminant

v -V

Veul 71/671/2

=12 (e’! — e7"%) = 2u%sinh(vf) # 0.

Ici nous utilisons le fait que v > 0 et £ > 0. Conséquemment si A < 0, alors A n’est pas une valeur propre du
probléme.

Si A =0, alors la solution générale de y” = 0 est y(r) = A + Bx. Nous avons y'(z) = B. Des conditions du
probléeme, nous obtenons le systeme d’équations linéaires suivant

y'(0)=B=0
y'(()=B=0
et celui-ci a une infinité de solutions (A, B) avec A quelconque et B = 0. Conséquemment si A = Ag = 0,

alors X est une valeur propre du probléme et yo(x) = A avec A # 0 est une fonction caractéristique dont la
valeur propre associée est A = Ag.
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Si A > 0, disons que A = v? avec v > 0, alors la solution de y” + Ay = 0 est y(z) = Acos(vzx) + Bsin(vz).
Nous avons y'(x) = —Avsin(vx) + Brcos(vz). Des conditions du probléme, nous obtenons le systeme
d’équations linéaires suivant

y'(0)=Br =0 B=0
y'(¢) = —Avsin(vl) + B cos(vl) =0 < Asin(vl) =0

et celui-ci a des solutions (A, B) non triviales si et seulement si sin(v¢) = 0. Mais sin(v¢) = 0 si et seulement
si vl = nm avec n € N, n > 1. Ici nous utilisons le fait que v > 0 et £ > 0. Dans ce cas, la fonction

yn(x) = Acos (?) pourn e Nyn>1let A#0

est une fonction caractéristique dont la valeur propre associée est

r=n= [

Toutes les fonctions caractéristiques de valeur propre A = \,, sont de cette forme.

Nous pouvons combiner les deux cas précédents: A =0 et A > 0 en un seul. Ainsi

yn(x) = Acos (?) pourne Net A#0

est une fonction caractéristique dont la valeur propre associée est

=[]

Toutes les fonctions caractéristiques de valeur propre A = A, sont de cette forme.

¢) Nous considérons équation (zy') + z 1y = 0 sur I'intervalle [1, ¢] avec les conditions y(1) = 0 et y(e) = 0.
Nous devons considérer les différentes possibilités pour A. Dans ce cas, le probleme de Sturm-Liouville est
celui correspondant & r(z) = x, g(z) = 0 et p(x) = 27! et est conséquemment régulier. Ses valeurs propres
sont donc réelles.

L’équation (zy') + Az ~ly = 0 est équivalente & zy” + v’ + Az~'y = 0. En multipliant par x, nous obtenons
I'équation de Cauchy z2y” + 2y’ + Ay = 0.

Si A < 0, disons A = —v2 avec v > 0, alors la solution générale de 1'équation xzy” + 3’ + Az~ly = 0 est
y(z) = Az¥ + Bx~". Des conditions du probléme, nous obtenons le systéeme d’équations linéaires suivant

y(1)=A+B=0
yle) = Ae¥ + Be ™" =0
et celui-ci n’a qu’une seule solution A = B = 0, parce que le déterminant

= —(e” —e™") = —2sinh(v) # 0.

bt %4

Conséquemment si A < 0, alors A n’est pas une valeur propre du probleme.

Si A = 0, alors la solution générale de I’équation zy” + ¢y’ = 0 est y(x) = A+ Bln(x). Des conditions du
probléeme, nous obtenons le systeme d’équations linéaires suivant

y(1)=A=0
yle)=A+B=0
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et celui-ci n’a qu’une seule solution A = B = 0, parce que le déterminant

1 0
1 91s0

Conséquemment si A = 0, alors A n’est pas une valeur propre du probléeme.

Si A > 0, disons A = v? avec v > 0, alors la solution générale de I’équation zy” + ' + Az~ 'y = 0 est
y(z) = Acos(vIn(x)) + Bsin(vIn(x)). Des conditions du probleme, nous obtenons le systéeme d’équations

linéaires suivant
y(e) = Acos(v) + Bsin(v) =0 Bsin(v) =0

et celui-ci a des solutions (A4, B) non triviales si et seulement si sin(r) = 0. Mais sin(v) = 0 si et seulement
si v = nmw avec n € N, n > 1. Ici nous utilisons le fait que v > 0. Dans ce cas, la fonction

yn(x) = Bsin(nwln(z)) pouwrn € N,n>1et B#0
est une fonction caractéristique dont la valeur propre associée est
A=\, = (nm)2

Toutes les fonctions caractéristiques de valeur propre A = A, sont de cette forme.

La théorie de Sturm-Liouville a comme conséquence que

/8 ™ sin(nrIn(z)) sin(ma In(z))de =0 si m # n.
1

d) Nous considérons 1'équation (e**y’)’ + €2*(\ + 1)y = 0 sur lintervalle [0, 7] avec les conditions y(0) = 0
et y(m) = 0. Nous devons considérer les différentes possibilités pour A. Dans ce cas, le probleme de Sturm-
Liouville est celui correspondant & r(z) = e?®, q(z) = €** et p(x) = €?® et est conséquemment régulier. Ses
valeurs propres sont donc réelles.

Si nous développons 1'équation (e?%y’)" + e2*(A + 1)y = 0 et ensuite divisons par e2*, nous obtenons y” +
2y + (A + 1)y =0.

Si A < 0, disons A = —v? avec v > 0, alors la solution générale de y” + 2y’ + (A + 1)y = 0 est y(z) =
Ae(=149)2 4 Be(=1-)%  Deg conditions du probleme, nous obtenons le systéme d’équations linéaires suivant

y(0)=A+B=0
y(r) = Ae(T1HT L Be(m1-1)m —

et celui-ci n’a qu’'une seule solution A = B = 0, parce que le déterminant

1 1

e e B Pl (17T — 71T = —9e~ T sinh(vrr) # 0.

Conséquemment si A < 0, alors A n’est pas une valeur propre du probléeme.

Si A = 0, alors la solution générale de y” + 2y' +y = 0 est y(z) = Ae™® 4+ Bxe *. Des conditions du
probleme, nous obtenons le systeme d’équations linéaires suivant

y(0)=A=0
y(r) = Ae™ " + Bre™ " =0
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et celui-ci n’a qu’une seule solution A = B = 0, parce que le déterminant

1 0

Te T

o =me " #0.

Conséquemment si A = 0, alors A n’est pas une valeur propre du probleme.

Si A > 0, disons A = v? avec v > 0, alors la solution générale de " + 2y’ + (A + 1)y = 0 est y(z) =
Ae % cos(vz) + Be ®sin(vz). Des conditions du probléme, nous obtenons le systéeme d’équations linéaires

suivant
y(0)=A=0 - A=0
y(m) = Ae™" cos(vm) + Be " sin(vm) =0 Bsin(vm) =0

et celui-ci a des solutions (A, B) non triviales si et seulement si sin(v7) = 0. Mais sin(vm) = 0 si et seulement
siv=mnavecn € N, n > 1. Ici nous utilisons le fait que ¥ > 0 et e~™ > 0. Dans ce cas, la fonction

yn(xz) = Be sin(nx) pourne€N,n>1et B#0
est une fonction caractéristique dont la valeur propre associée est
A=\, =n2

Toutes les fonctions caractéristiques de valeur propre A = \,, sont de cette forme.

La théorie de Sturm-Liouville a comme conséquence que

s
/ e sin(nz)e *sin(mz)e** dr =0  sim #n.
1

Exercice 10.2
(a) Si nous multiplions I’équation différentielle par €3, nous obtenons

d? d
eSrJ + 3€3I7y

6330 @
dx? dx

d
A — 3x _ i
+(A=5)eFy=0 = o [ o

} + (A3 — 5e37)y = 0.

(b) 1l nous faut étudier les racines du polynome D? + 3D + (A — 5)I = 0. Ces racines sont

—&+MW—4Q—5)773+M%74A(% —3—4/32 —4(A—5) —3-—+29—4\
2 o 2

2 2

Il nous faut considérer les cas possibles: une racine réelle double, deux racines réelles distinctes et deux racines
complexes non réelles distinctes. Ces cas correspondent (29 —4X) =0, (29 — 4)\) > 0 et (29 — 4)) < 0.

Si (29 — 4\) = 0, alors A = 29/4 et nous sommes dans le cas d’une racine double. Celle-ci est —3/2. Dans
ce cas, y(x) = Ae=3%/2 4 Bre=3%/2 est la solution générale de 'équation. Si nous considérons les conditions
aux extrémités, nous obtenons

{ y(0)=A=0

= A=DB=0.
y(1) = Ae /2 £ Be™3/2 =0 }

Il nous faut donc rejeter le cas A = 0.

Si A > 0, disons A = v/? avec v > 0, alors nous avons deux racines réelles distinctes: (—3+v)/2 et (—3—v)/2.

Dans ce cas,
y(z) = Aexp <(_3‘2"V)x) + Bexp <(_3;V)x>
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est la solution générale de ’équation. Alors nous avons

y(0)=A+B=0 y(O0) = A+ B=0
-3 -3 - =

y(l) = Aexp <(2+l/)> + Bexp <(2V)) =0 y(l) — AeV/? + Be V2 =0

et ainsi nous obtenons A = B =0, car v > 0 et

1 1

61//2 6_V/2 = _(GV/Q - 67V/2) 7é 0.

Si A < 0, disons A = —v? avec v > 0, alors nous avons deux racines complexes non-réelles distinctes:
(=34 vi)/2 et (—3 —vi)/2 avec i = v/—1. Dans ce cas,

y(z) = Aexp (—?’;) cos (%) + Bexp (—?) sin (Vgi)

est la solution générale de I’équation. Alors nous avons
y(0)=A4=0

y(1) = Aexp (_‘Z> cos (5) + Bexp <_3> sin (Z) . = A=0 et Bsin (g) —0

2 2 2

Comme A = 0 et que nous cherchons des solutions non triviales, alors nous pouvons supposer que B # 0.
Donc nous obtenons y y
sin<§):0 = §:nﬂ' = v=2n7

avec n € N, n > 0. Nous obtenons ainsi que
3 .
yn(x) = exp — sin(nma)

est une fonction caractéristique de valeur propre \,, = —(2n7)2. Toute autre fonction caractéristique est un
multiple non-nul de y, (z) pour un n € N, n > 0.

Exercice 10.3
Nous pouvons réécrire ’équation de Chebyshev.

d dy A d?y T dy A
— V1i-22—= |+ ——y=0 = V1-22— - ——=— =0
dw{ Idw% a2’ Vit o Vo2
Apres multiplication par /1 — x2, nous obtenons 1’équation

dy _ dy
(1—x2)@—xa+)\y:0 sur | —1,1] ()

11 sera nécessaire de faire un changement de coordonnées pour résoudre # 2 (a). Posons x = cos(f) ou encore
6 = arccos(zx). Alors

dy dydd -1 dy 1 dy

LA A — = t
dr ) dr  i_z2dd sm(0)do ©
Py _d[ 1l _d[ ] o1 1]l
dz?  df [sin(f)df| dx  df |sin(d)df| /1 — 2 sin(f) df |sin(6) db

@ ~ cos(f) dy
sin?(f) d9?  sin®(6) df
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En substituant dans (&), nous obtenons

d?y

(1 — cos®(h)) 202

1 d?*  cos() dy} _ cos(6) { -1 dy £y = 0. (W)

- 7 A —
sin2(0) d02  sin®(6) do Sin(0) da} tAay=0 =

sur |0, [.

(a) T1 faut remarquer que y = €™, olt i = \/—1, est une solution de (#) pour A\ = n?. En effet,

dy

. d? . d?
@ in y—(zn)Q 1n0 2 _inf __ 2 y+ny_0

=1ine’"”, a2 = e —ne" =—-ny = 702

De ceci, nous obtenons que la partie réelle Re(e’™) de y = €™ est donc une solution de I’équation de
Chebyschev. Nous avons

m

Re(e™’) = Re(cos(f) + isin(6))" = Re (Z <n>im cos™ ™ (0) sinm(9)>

m=0

= an/? <;€)(—1)kcos”2k(9) sin®*(0) = an/? <27;€) (—l)kcos”*%(ﬂ)(l — cosZ(G))k

k=0 k=0
[n/2] n B ) e Ln/2] ol - ) i
= kZ:O <2k) cos k(G)(COS (0) - 1) = kz:o mcos k(@)(cos 0) — 1)

parce que i € R si et seulement si m est pair, c’est-a-dire m = 2k et alors 2% = (—1)*.

Si nous substituons z = cos(f) dans cette derniére expression, nous obtenons donc que

[n/2] |
n.
TL — E n—2k 2 _ 1 k
n(®) prs (2K)! (n — 21@)!3C (@ )

est une solution de ().
(b) Ici r(x) = V1 — 22 et p(x) = 1/v/1 — 22, Dans ce cas, r(—1) = 0 et r(1) = 0. Par la proposition 1 du
chapitre 10, nous obtenons

—1 vV 1-— £C2

car la valeur propre de Ty, (z) (respectivement T}, (z)) est m? (respectivement n?). Il est facile de vérifier que

m? = n? si et seulement si m = n, lorsque m,n € N.

rz=0

Chapitre 11

Exercice 11.1
Nous avons vu que la solution formelle dans ce cas est

(b) = i aernPn(COS(¢)) ou
n=0

o — 2n+1 / f(@) Py (cos(¢))sin(¢) dop = 2;];;1 / f

Nous allons déterminer f en exprimant f comme une fonction de cos(¢) et ensuite remplacer cos(¢) par w.
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a) Si f(¢) = cos(3¢), alors

f(¢) = cos(¢) cos(2¢) — sin(¢) sin(2¢) = cos(¢)[2 cos?(¢) — 1] — sin(¢) [2sin(¢) cos(¢)]
= 2cos®(¢) — cos(¢) — 2sin?(¢) cos(d) = 2 cos(¢) — cos(p) — 2[1 — cos®(¢)] cos(¢)
= 4cos’(¢) — 3 cos(e)

et ainsi f (w) = 4w — 3w obtenu en substituant w & la place de cos(¢). Nous pouvons maintenant calculer
les coefficients a,.

4 2
ag*% 11(411)3310)<3w2 1) dw =
=gt [ (5 g L (7 00

a, =0 sin>4.

Pour vérifier cette derniere équation, nous notons que

u(R,¢) = i anR"P,(w) = f(w) = 4w’ — 3w si cos(¢p) =w
n=0

3 _ e ~
= - (Rw) + e (FY) (5“’23“’) +3 @R Pa(w) = f(w) = 4u® — 3.

n=4

(4w® — 3w)

Donc > " ,a, R"P,(w) =0 = a, = 0 pour tout n > 4 parce que les P, forment une famille orthogonale
sur [—1,1]. Conséquemment la solution est

3y 8r3 (5cos®(¢) — 3COS(¢))'

u(r,¢) = iR cos(¢) + SRS 9

b) Si f(¢) = sin(¢) sin(3¢),alors

(@) = sin(¢) sin(3¢) = sin(¢) [ sin(¢) cos(2¢) + cos(¢) sin(2¢)]
= sin®(¢)[2 cos?(¢) — 1] + 2 cos®(¢) sin®(¢) = [1 — cos®(¢)] [2cos?(¢) — 1] + 2 cos?(¢)[L — cos®(¢)]
= —4cos*(¢) + 5cos?(¢) — 1

et ainsi f(w) = —4w* 4+ 5w? — 1 obtenu en substituant w & la place de cos(¢). Nous pouvons maintenant
calculer les coefficients a,,.
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1 1 1 4 5 5 3 1 2
a0:§/ (4w4+5w21)(1)dw2(w+ww} =-=
-1

1 5 3 15
a; = 3 1 (—dw* + 5w? — 1)(w)dw =0
" oRr ), -
5 [ 3w? — 1 5 1207 190°  8u? ! 22
= — — 4t 2 1 = — =
2 232/_1( WA bw )( 2 ) 4R2< 7 T 3 YT 2me
7 ! 5w — 3w
= — 4t 2oy —/—— =
as 2R3/_1( w* + bw )( 5 )dw 0
9 [ 35wt — 30w? + 3
- 7 4 4 2 _ 1
U= 5 [1( w” + bw )( S ) dw
_ 9 Mow® 29507 197w® 5wt R
~ 16R4 9 7 5 3 ., 35Rt
a,=0 sin>35.
Pour vérifier cette derniére équation, nous notons que
ZanR P,(w) = f(w) = —4w* + 5w? =1  si cos(¢) =w
2 3w? — 1 32 35wt —30w? +3) | —
=— — R* WR" P, (w).
2132 ( > 35R? ( 8 ) +n§“ (w)

(—dw* + 5w?* — 1)

Donc Y7 capR"P,(w) =0 = a, =0 pour tout n > 5 parce que les P,, forment une famille orthogonale
sur [—1,1]. Conséquemment la solution est

2 22r? (Beos?(¢) — 1) 32r* (35cos?(¢) — 30cos?(¢) + 3)
U(T, o) = _E 21 R2 2 - 35 R4 8 ’

¢) Si f(¢) = cos(4¢), alors
f(¢) = cos(4¢) = 2cos?(2¢) — 1 = 2[2 cos?(¢p) — 1]2 — 1 =8cos(¢) — 8cos?(¢) + 1

et ainsi f(w) = 8w* — 8w? + 1 obtenu en substituant w & la place de cos(¢). Nous pouvons maintenant
calculer les coefficients a,.

1
aO:%/ (8wt — 8uw? + 1)(1) dw =

a1:2R/ +1)(w)dw=0

- sw — 8w? + 1) -
27 9Re /_1( w’+ 21R?

A , 5w3
= — — 1 =
a3 = 5ps [1(8w Sw* + < 5 > dw=0

9 [+ ., ) 35w4—30w +3 64

as =

2R4
a,=0 sin>5.
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Pour vérifier cette derniére équation, nous notons que

ZanR P,(w) = f(w) = 8w —8w? +1 si cos(¢) =w
1 64 _, (35w* — 30w? +3 > "
= 21R2 ( > epi ( < ) +nz;;anR P, (w).

(8wt — 8w? 4 1)

Donc 23;5 anR"P,(w)=0 = a, =0pour tout n > 5 parce que les P, forment une famille orthogonale
sur [—1,1]. Conséquemment la solution est

1 1672 (3cos?(¢p) — 1) n 64r* (35 cos*(¢) — 30 cos?(p) + 3)
15 21R2? 2 35R4 8 '

U(T‘, ¢) - -

d) Si f(¢) = sin(¢) sin(4¢), alors

f(@) = sin(¢) sin(4¢) = 2sin(¢) sin(2¢) cos(2¢) = 2sin(¢) [2 sin(¢) cos(gb)} [2 cos?(¢p) — 1}
=41 — cos?(¢)] cos(¢)[2 cos®(¢) — 1] = —8cos®(¢) + 12 cos®(¢) — 4 cos(¢)

et ainsi f(w) = —8w® + 12w? — 4w obtenu en substituant w & la place de cos(¢). Nous pouvons maintenant
calculer les coefficients a,,.

1
ap = 5/ (—8w® + 12w® — 4w)(1) dw = 0
-1

ay =23R/11(—8w5+12w3—4w)( )dw——%
a2—25R2/11(—8w5+12w3— <3w21) dw=0
agzl;/l(sw +120° — dw) <5w3 ) :%
a4:2]9%4/_11(—8w5+12w3_ (35w — 30w? +3> dw — 0
a5=21];5/_11(—8w5+12w3— (63“’ — 0w’ “5“’) dw:—%

a, =0 sin>6.

Pour vérifier cette derniére équation, nous notons que
e ~
u(R,¢) = Z anR"P,(w) = f(w) = —8w® 4+ 12w — 4w  si cos(¢) =w
n=0

8 56 5w? — 3w 64 63w — T0w® + 15w &
=" Rw Rr? - R® 2R"P, )
BRI T pRs (B ( 2 ) 63R5 ( 8 ) * n; an B Fn ()

(—8w® + 12w® — 4w)

Donc Y 07 sanR"P,(w) =0 = a, = 0 pour tout n > 6 parce que les P, forment une famille orthogonale
sur [—1,1]. Conséquemment la solution est

8r 5673 (5cos3(¢p) — 3cos(¢))  64r° (63 cos’®(p) — 70 cos®(p) + 15 cos(¢))
TR 2 I s '
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e, s10<¢<m/2; ) ¢, si0<w<l;
fl@)=<0, siop=m/2 alors  f(w) = {0, siw = 0;

—c, sim/2<¢ <. —c, si—1<w<0.

Donc . o )
2 1 ~ 2 1
ay = w/ Fw) Py (w) dw = 211 / (—¢) P (w) duw +/ () Py (w) dw| .
2R™ -1 2R" —1 0

Notons que si n est pair, alors P, (w) est une fonction paire et f 0 P, (w)dw = fo w) dw; alors que si n
est impair, alors P, (w) est une fonction impaire et [ _01 P, (w)dw = fo w) dw. De cette remarque, nous
avons

0, si n est pair;
Un =
(2n Jr Le / P, (w)dw, sin est impair.

Nous allons utiliser la formule de Rodrigues pour évaluer cette derniere intégrale:

1 da

Po(w) = 27! dw™

[(w? —1)"].

De plus ici n > 1, parce que n est impair. Nous avons donc

! 1 Loar 1 dn—1 w=l
/0 n(w) dw 2”71!/0 dwm™ [(w "] dw 2nn) (dw”1 [(w )’ _

Mais nous avons vu en classe au lemme 1 que

dn—l n
| -], =0

w==+1

Il suffit alors d’évaluer

Tl lorsque n est impair.

e

w=0
Notons n = 2p+ 1 avec p € N. Nous pouvons développer (w? —1)" en utilisant la formule du binome. Ainsi
n

_ " L 2(n=k)
(w? =" =D (-1 kv (n— k)|w :
k=0

Nous avons 2n —2k < (n—1) < n<2k-1 & 2p+1<2k—-1 < p+1<k Donc

L S I nl 2n—286) . oeis
duwn—1 {(“’ - } :kzzo(_l)kk! -k (n—2k+ )" s
dn—t 9 n B pil n!(2n — 2p — 2)! _ w1 nt(2p)!
dwn=1 [(w -V } w:o_(_l) ' (p+1)!pt(n—2p—2+1) = (p+1)!(p)!
ou n = 2p+ 1. Conséquemment
Ly s OO\ _ )
Bt = gy (0 0P G ) = OV g
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La solution est

oo
»(2@2p+1) +1)c(2p)tr?*!
(’I" ¢) Z( 1) 22p+1(p + 1) p' R2p+1 P2p+1 (C05(¢))
p=0
N (4p +3) c(2p)! !
=2 (D' gmm (o + 1) pl et v (cos(9).
p=0
Exercice 11.2
Nous avons vu que la solution est
(2 1)
Z an R“ (cos(@)) avec o + / f(®) Py(cos(¢)) sin(¢p) d¢p  pour tout n € N.
La valeur de u au centre de la sphere est
1(0,0) = agPy(cos(0) / f(®) sin(¢) do.

Pour calculer la moyenne des valeurs de u(R,¢), il nous faut une paramétrisation de la sphere, ensuite
calculer ’élément de surface et finalement I'intégrale de surface. Une paramétrisation est obtenue par

x(6, @) = Rcos(8) sin(¢)
y(0, ¢) = Rsin(0) sin(¢) o 0<60<21 e 0<¢p<m.
(0, ¢) = Rcos(¢)

Pour calculer ’élément de surface, nous devons calculer la norme du produit vectoriel
0n Oy 0=\ (0w Oy 0=
09’ 09’ 90 9¢’ 0¢’ 0¢ )

(—Rsin(#) sin(¢), Rcos(f) sin(¢),0) x (Rcos(d) cos(¢), Rsin(f) cos(¢), —Rsin(¢)) =
(—R?cos(6) sin?(¢), —R?sin(6) sin?(¢p), —R? sin(¢) cos(e)).

Ce produit vectoriel est égal a

Donc I’élément de surface est

\/(—R2 cos(0) sin®(¢))2 + (—R2sin(f) sin?(¢))2 + (—R2 sin(e) cos(¢))2 df dp = R? sin(¢) db dé.

La moyenne des valeurs de u(R, @) est égale &

//2Tff 2 sin (¢) dO do 27rR2/ f(9) sin(¢) d¢ / (@) sin(¢) do e
- T = 5/ (&) sin(¢) do.
/ Rlen(qﬁ)dﬁqu 27rR2/ sin(¢) d¢ —(cos(¢)] 0
0Jo 0

Mais ceci est exactement 1(0,0). Donc nous avons démontré le résultat.

Exercice 11.3
En coordonnées polaires, I’équation de Laplace devient

8%u 1 0% 10u

ﬁ—kﬁw—i—rar—O ot u = u(r,0).
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La condition & la frontiere est u(R,0) = f(#). De plus nous allons supposer que u(r,#) est une fonction
bornée.

Nous allons premierement considérer le probleme intermédiaire suivant

(*) @ + l@ + 1@ —
or2 120602  ror

0 avec u = u(r,0) est une fonction bornée.

et nous allons rechercher des solutions non triviales de la forme u(r,8) = F(r)G(6). Alors en remplacant
dans 'EDP, nous obtenons

1 1
F'G+ —FG"+-F'G=0
r r

ou F’, F” sont les dérivées premiere et seconde de F' par rapport a r et G” est la dérivée seconde de G par
rapport & 6. En divisant des deux cotés de I’équation par F'G/r?, nous obtenons

1 " / 1 ! 1"
TQF——FG——FTE:O = TQF—+1"£:—G—.
F G F F F G

Le terme de droite de cette derniere équation est une fonction de 6 et celui de gauche est une fonction de 7.
Pour que ceci soit possible, il faut que chacun de ces termes soit constant. Donc

11 / 11
TQF— + ri = —G— =)\ ou A est une constante.
F F G

Nous obtenons deux équations différentielles ordinaires

r?F" +rF —AF =0
G"+AG=0

La premiere équation r2F" + rF' — AF = 0 est 1’équation de Cauchy. Nous avons déja considéré en classe
celle-ci. Posons z = In(r). Alors

dF 1dF  d°F 1 d°F 1dF

dr  rdz’ A2 r2d:? r2dz’

En remplacant dans ’équation de Cauchy, nous obtenons

d’F dF dF d’F
dz2  dz * dz dz?
Si A < 0, disons que A = —p? avec p > 0, alors la solution générale de cette derniere équation différentielle

est Acos(pz) + Bsin(pz), i.e. F(r) = Acos(pln(r)) + Bsin(pln(r)). Mais nous devons exclure ce cas, parce
que F' n’est pas définie a r = 0.

Si A = 0, alors la solution générale de cette derniére équation différentielle est A+ Bz, i.e. F(r) = A+Bln(r).
Comme nous voulons que F'(r) soit bornée, alors B = 0. Nous avons donc une solution possible F'(r) = A
pour A = 0.

Si A > 0, disons que A = p? avec p > 0, alors la solution générale de cette derniere équation différentielle est
AeP? + Be™P* ie. F(r) = ArP + Br~P. Comme nous voulons que F(r) soit bornée, alors B = 0. Sinon en
considérant » — 0T, nous obtenons une contradiction.

Si nous résumons, nous avons une solution F,(r) = Ar? de I'équation r?F” + rF’ — A\F = 0 pour chaque
p € R,p > 0; dans ce cas A = )\, = p°.

Si nous considérons maintenant 1’équation G” + AG = 0 pour A = A, = p?, alors la solution générale de
cette équation est G(0) = C cos(pd) + D sin(pf). Mais nous pouvons aussi considérer que G(6) est périodique
de période 27, parce que la valeur de G a 6 et a 6 + 27 correspond a la valeur de G pour un méme point.
Comme G est périodique de période 27, alors p € N.
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Ainsi a,r™ cos(nd) pour n > 0 et b,r"sin(nf) pour n > 1 sont des solutions de (k). Par le principe de
superposition,

u(r,0) = Z anr" cos(nb) + Z by "™ sin(nd)
n=0 n=1

est une solution formelle de (x).

Si nous revenons au probléme initiale et considérons la condition a la frontiere, alors

u(R,0) = Z anR" cos(nf) + Z b, R"sin(nf) = f(6).

n=0 n=1
Nous avons ici une série de Fourier. Donc

ao 1 ) f(@) do, a,R" = 1/7r f(@) cos(nf)df, b,R" = l/Tr f(&) sin(n@) df.

2T —r L — T™J_—nx

et conséquemment

1 T
ag = — f(0)de, a,=

:27r

o [ 70 costwoyab, b, = o [ f(6) st a0

—Tr

b) Au centre du disque, la valeur est

u(0,0) = ag = 2i /ﬂ f(6)as.

™

La moyenne des valeurs de u sur le cercle est
f(6)do

/ g 2T

Le résultat est ainsi démontré.
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ANNEXE 2
Aide-mémoire.

Série de Fourier pour une fonction f(z) définie sur 'intervalle [—¢,¢] ot £ > 0 est

43" oo (72 b (72

avec

aozz/_if(x) dx, an 8/ f(z cos ) dx, bnzé/_if(w)sin (nlg) dx

Série de Fourier paire pour une fonction f(z) définie sur U'intervalle [0,¢] ou £ > 0 est

% +;an oS ("lﬁ) avec  ag = %/0 flx) dz, a,= %/0 f(x)cos (n—;m) dx.

Série de Fourier impaire pour une fonction f(x) définie sur Uintervalle [0, ¢] ot £ > 0 est

niojl b, sin (Lz'x) avec / flx sm ) dx.

Identités trigonométriques

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B), sin(a+ B) = sin(a) cos(3) + sin(B) cos(a)
2 cos(a) cos(8) = cos(a+ B) 4+ cos(a — B), 2sin(a) sin(f) = cos(a — B) — cos(a + (),
2sin(a) cos(f) = sin(a + B) + sin(a — ).

Equation d’onde pour une corde vibrante

Pu 0% Oou

—a = e U < < > = —_— = = =

52 = € pp2 O8 0<z</{t>0, avec u(x,0) = f(x), e (2,0) = g(x),u(0,t) = 0,u(l,t)
Solution:

u(z,t) = isin (%) [an cos (C”Z ) b, sin <cn£ne)]

2 E
avec an( >/ f(x) sin mrx) de et b, = ()/ g(z) sin (me) dr pourn > 1.
enm ) Jo l

Equation de la chaleur pour une tige

ou  ,0%u |
5 = € 952 OO 0<a<{lt>0, avec u(z,0) = f(z),u(0,t) = 0,u(l,t)

Solution:

Zb sm( )exp< [Czﬂrt> avec b, = <§) Z (z) sin (?) dx pour n > 1.
0
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Equations différentielles ordinaires avec leurs solutions
a) f" = Af=0,o0u f = f(z) et f est la dérivée seconde par rapport & z, a comme solution générale

Ae’? + Be V7, siA=v?>0avecrv > 0;
f(z)=4¢ A+ Bz, siA=0;
Acos(vz) + Bsin(vz), si A= —v? <0 avecv > 0.
b) f/ = Af =00t f = f(2) et f/(2) est la dérivée par rapport & z, a comme solution générale f(z) = Ae*
c) f"+af +bf =0o0u f = f(z), f'(2) et f(z) sont respectivement les premiére et seconde dérivées de f
par rapport a z et a,b € R, a comme solution
Ae®* + BeP?, si le polynome D? + aD + b a deux racines réelles distinctes «, 5;

f(z) = Ae** + Bze**, si le polynéme D? 4+ aD + b a une racine réelle double «;

Ae¥* cos(vz) + Be'? sin(vz), si le polynéme D? + aD + b a deux racines complexes
non-réelles o = u + vi, § = u — vi;

ol i =+/—1.

d) 22f" +dzf +bf=0o0u f = f(z), f'(2) et f”(z) sont respectivement les premiere et seconde dérivées
de f par rapport & z et a’, b’ € R, est une équation d’Euler. Cette équation est transformée en une du type
(c) ci-dessus en utilisant la substitution z = In(z).

Identités trigonométriques

cos(a + ) = cos(a) cos(f) —sin(a) sin(F), sin(a+ F) = sin(a) cos(B) + sin(B) cos()
2 cos(a) cos(f8) = cos(a+ B) + cos(a — ), 2sin(a) sin(B) = cos(a — B) — cos(a + (),
2sin(a) cos(B) = sin(a + B) + sin(a — 5).

Equation de Laplace sur un rectangle

Pu  0%u
Ox? + Oy? =0
avec
u(z,0) = f1(x) et wu(xz,N)= fa(z) pourzx € [0, M];
w(0,y) =g1(y) et w(M,y) =ga(y) pourye0,N]
est
u(z,y) = ; sin ( ) {an sinh (mr(géw N)> + by, sinh (W)]
+ :_01 sin (m) {cn sinh (nﬂ(mj\: M)> + d,, sinh (mr)}
avec

tn = (Msinh(ZmrN/M)> /OM fi(@)sin (Lj\?) de, bn= (Msinh(me/M)) /OM f2(@) Sin(%) dx

= (Nsinh(—2mrM/N)> /ONgl(y) sin (%) dy, dn = (Nsinh(me/N)) /ONQQ(Z’) sin (%) dy

pour tout n € N, n > 1.
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Equation d’onde pour une membrane circulaire

Ou_ L (Fu 10w 1o
o2 or2  ror  r2002

> en coordonnées polaires ot u = u(r,6,t), 0 <r < R, t > 0.

ou

Si nous avons des conditions initiales indépendantes de 6 : u(R,t) = 0, u(r,0) = f(r), E(r, 0) = g(r),

alors les solutions (indépendantes de ) sont:

u(r,t) = i [an coS (C%It) -+ b, sin (C%ltﬂ Jo (%) oll
n=1

Jo(z) est la fonction de Bessel du premier type d’ordre 0, «, est la nI®e 1acine positive de Jy,

anT 2

R R (a7 %A
" =R Jjan))Q/o A0 R () et = (Jl(an))Q/o r(r) Jo (%) dr

Equation du potentiel pour une distribution de charge électrique sur une spheére

0u  0*u  O%u

922 + 87y2 + 9.2 =0 en coordonnées cartésiennes

Viu =

O?u  20u 1 0%u  cotan(¢) du 1 0?u

T TR T T 2 99 rsin’(e) 06

=0 en coordonnées sphériques

Si nous avons des conditions initiales indépendantes de 6 : u(R, 0, ¢) = f(¢) et u(r,¢) — 0 si r — oo.

alors les solutions (indépendantes de 6) sont:
u(r, ¢) = Z anr" Pp(cos(o)) ( & Vintérieur de S)
n=0

u(r, @) = Z b~ PP, (cos()) ( & Pextérieur de S)

n=0

ou P,(z) est le pieme polynéme de Legendre et si f(w) dénote f(¢) = f(arccos(w)) comme fonction de

w = cos(¢), alors

n 1 n n+l  pl
on=Cgr ) [ ) Py dw - evs, = 2D ) puw) d

Equation et fonctions de Bessel

oy +ay + (@ - y=0 (Equation de Bessel)
f 7 A n T J Q. nT do — 0, si k # m; Orth it
o "( R ) "< R ) YTV R Jngr(amn))?/2, sik=m. (Orthogonalité)

ou Jp(x) est la fonction de Bessel du premier type d’ordre n et a,, , est le mi®Me sé10 de Jn.
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[zV ], (2)] = 2" J,_1(x).
Equation et fonctions de Legendre

(1—22)y” =22y’ +n(n+1)y=0

M
_ m (2n — 2m)! n—2m
Pn<x)—m§::0(_” 20 (ml)((n — m))((n — 2m)}) " 2

ot M =n/2 sin est pair et M = (n —1)/2 si n est impair. En particulier,

Po(z)=1, Pi(x)=z, P(z)=322-1)/2, Ps(x)=(52®—3x)/2,
Ps(z) = (63z° — 702 + 152)/8.

1 0, si m # n;
[1Pm($) Py (x) dz = {2/(2m+1), sim =n.
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(Dérivée)

(Equation de Legendre)

(Polynémes de Legendre)

Py(z) = (352* — 3022 + 3)/8,

(Orthogonalité)





